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19.10.2022 Introduction and basic definitions
26.10.2022 Accelerating structures
02.11.2022 Accelerator Components
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16.11.2022 Optics with magnets (2)
23.11.2022 Equations of motion
30.11.2022 Phase ellipses and magneto-optical system / Transverse beam dynamics
07.12.2022 Transverse beam dynamics, beam stability / Longitudinal beam dynamics
14.12.2023 Longitudinal beam dynamics and a summary
11.01.2023 Phase space and beam cooling (Invitation)
18.01.2023 Space charge and beam-beam dynamics
25.01.2023 Physics at Storage Rings and Colliders
01.02.2023 New accelerator technologies and final summary
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15.02.2023 Visit GSI
22.02.2023 Visit MPIK
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Lecture 9

Summary of the previous lecture

Describe Machine
Courant-Snyder Invariant
Machine parameters

Dispersion
Dispersion function

Distortion and Resonances
Distortion function
Stop-bands 1st, 2nd, 3rd order

6.5 Courant-Snyder-Invariante und Maschinenellipse 251
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Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

266 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

Nun war der Startpunkt s0 willkürlich gewählt, und wir können s0 durch s
ersetzen. Wir erhalten damit ganz allgemein

D(s) =
√
β(s)

2 sinµ/2

s+C∫

s

h(s)
√
β(s) cos [ψ(s)− ψ(s)− µ/2] ds . (6.67)

Diese sehr wichtige Gleichung zeigt, dass die Auswirkung einer Störung pro-
portional zu

√
β an dem Aufpunkt und proportional zu

√
β an der Störstel-

le ist. Die periodische Dispersion D(s) eines Kreisbeschleunigers wird durch
die integrale Auswirkung aller Ablenkmagnete bestimmt. Der Beitrag eines
einzelnen Ablenkmagneten hängt von der Krümmung der zentralen Gleich-
gewichtsbahn h = 1/ρ0 ab. Die Gleichung zeigt weiterhin, dass |D(s)| umso
größer wird, je näher sin µ/2 bei null liegt. Der Fall sinµ/2 = 0 entspricht
einer Resonanzkatastrophe, die Dispersion D(s) wird unendlich groß. Wenn
sin µ/2 = 0, gilt µ = 2π(mod2π), d. h. die Zahl Q der Betatronschwingungen
pro Umlauf ist ganzzahlig. Die Gleichung (6.67) zeigt, dass eine ganzzahlige
Resonanz auf jeden Fall vermieden werden muss. Daher sollte Q nicht in der
unmittelbaren Nähe einer ganzen Zahl liegen.

In der Praxis werden Orts- und Winkeldispersion, d. h. die Funktionen
D(s) und D′(s), direkt aus der 3 × 3-Matrix M(s) = R(s, s + C) abgeleitet.
Aufgrund der Periodizitätsbedingung ergibt sich die Matrixgleichung
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Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung (6.66). Aus (6.68) folgt

D =
M12M26 + (1 −M22)M16

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M12M26 + (1−M22)M16

4 sin2 µ/2
,

(6.69)

D′ =
M21M16 + (1 −M11)M26

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M21M16 + (1−M11)M26

4 sin2 µ/2
.

Die Transportmatrix M(s) wird mithilfe von Computerprogrammen als Funk-
tion von s ermittelt. Mit (6.69) erhalten wir daraus unmittelbar die Funktio-
nen D(s) und D′(s). In jedem Beschleunigerring gibt es ausgezeichnete Stel-
len, bei denen aus Symmetriegründen D′ = 0 ist. Für diese Stellen gilt die
besonders einfache Beziehung

D =
M16

1−M11
, wenn D′ = 0 . (6.70)
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dispersion = 0
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Describe Machine
Courant-Snyder Invariant
Machine parameters

Dispersion
Dispersion func>on

Distor<on and Resonances
Distor>on func>on
Stop-bands 1st, 2nd, 3rd order
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Lecture 9

13. Distortions and Resonances

13.1 Floquet transformation (used to discuss resonances and instabilities)

Goal: tranform tilted ellipse into a circular diagram254 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

y(s)←→ η(ψ) mit η =
y√
β

, (6.42)

y′(s)←→ dη
dψ

mit
dη
dψ

= α
y√
β

+
√
βy′ .

In Matrixform erhält man
(
η
dη
dψ

)
=
(
β−1/2 0
αβ−1/2 β1/2

)(
y
y′

)
. (6.43)

Die Phasenellipse wird hierdurch zu einem Kreis mit dem Radius a in der
(η, dη

dψ )-Ebene

η2 +
(

dη
dψ

)2

= a2. (6.44)

In Parameterdarstellung gilt

η = a cos(ψ + ψ0) ,

dη
dψ

= −a sin(ψ + ψ0) .
(6.45)

Durch die Transformation (6.43) werden die sich kontinuierlich ändernden
Phasenellipsen einheitlich auf einen Kreis mit dem Radius a transformiert.
Damit ist es möglich, die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Beta-
tronphase ψ(s) im Kreisdiagramm unmittelbar zu verfolgen (siehe Abb. 6.3).
Die Rücktransformation in die zugehörigen Koordinaten (y, y′) ist ebenfalls
eine sehr einfache lineare Transformation

(
y
y′

)
=
(

β1/2 0
−αβ−1/2 β−1/2

)(
η
dη
dψ

)
. (6.46)

Die Darstellung der Phasenellipse als Kreis in der (η, dη
dψ )-Ebene eliminiert

die lokale Abhängigkeit von den optischen Funktionen α(s), β(s) und γ(s).
Die Bewegung eines Teilchens mit der Amplitude a von s1 nach s2 entspricht
einem Kreisbogen von ψ(s1) nach ψ(s2). Der Bogenwinkel ist der Betatron-
phasenvorschub∆ψ = ψ(s2)−ψ(s1). Wenn man die Lage eines Teilchens nach
jedem Umlauf im (η, dη

dψ )-Diagramm markiert, ergibt sich eine Punktfolge auf
dem Kreis (siehe Abb. 6.3). Der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden
Punkten ist der Phasenvorschub pro Umlauf µ (mod 2π).

Aus der Hill’schen Differenzialgleichung, d. h. der Gleichung des quasi-
harmonischen Oszillators mit der sich ändernden Oszillatorstärke K(s), wird
durch die Transformation (6.43) die Gleichung des harmonischen Oszillators
mit der Oszillatorstärke Eins,

d2y

ds2
+ K(s)y(s) = 0←→ d2η

dψ2
+ η(ψ) = 0 . (6.47)
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Damit ist es möglich, die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Beta-
tronphase ψ(s) im Kreisdiagramm unmittelbar zu verfolgen (siehe Abb. 6.3).
Die Rücktransformation in die zugehörigen Koordinaten (y, y′) ist ebenfalls
eine sehr einfache lineare Transformation

(
y
y′

)
=
(

β1/2 0
−αβ−1/2 β−1/2

)(
η
dη
dψ

)
. (6.46)

Die Darstellung der Phasenellipse als Kreis in der (η, dη
dψ )-Ebene eliminiert

die lokale Abhängigkeit von den optischen Funktionen α(s), β(s) und γ(s).
Die Bewegung eines Teilchens mit der Amplitude a von s1 nach s2 entspricht
einem Kreisbogen von ψ(s1) nach ψ(s2). Der Bogenwinkel ist der Betatron-
phasenvorschub∆ψ = ψ(s2)−ψ(s1). Wenn man die Lage eines Teilchens nach
jedem Umlauf im (η, dη

dψ )-Diagramm markiert, ergibt sich eine Punktfolge auf
dem Kreis (siehe Abb. 6.3). Der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden
Punkten ist der Phasenvorschub pro Umlauf µ (mod 2π).

Aus der Hill’schen Differenzialgleichung, d. h. der Gleichung des quasi-
harmonischen Oszillators mit der sich ändernden Oszillatorstärke K(s), wird
durch die Transformation (6.43) die Gleichung des harmonischen Oszillators
mit der Oszillatorstärke Eins,

d2y

ds2
+ K(s)y(s) = 0←→ d2η

dψ2
+ η(ψ) = 0 . (6.47)

254 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

y(s)←→ η(ψ) mit η =
y√
β

, (6.42)

y′(s)←→ dη
dψ

mit
dη
dψ

= α
y√
β

+
√
βy′ .

In Matrixform erhält man
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13. Distortions and Resonances

13.1 Floquet transformation (used to discuss resonances and instabili>es)

Courant-Snyder Invariant „Kreisdiagramm“

Goal: tranform tilted ellipse into a circular diagram
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Akzeptanz

Bei einer vorgegebenen Maschine sind die Enveloppen durch die Wände der
Vakuumkammern oder andere Hindernisse begrenzt. Häufig wird die Begren-
zung mithilfe eines Strahlabschälers (”beam scraper“) definiert eingestellt.
An dem Engpass sei die maximal mögliche Strahlausdehnung ysc, und die
Betatronfunktion habe den Wert βsc. Damit erhalten wir εmax und die ma-
ximal mögliche Strahlemittanz, d. h. die Akzeptanz bzw. Admittanz A der
Maschine,

εmax =
y2
sc

βsc
, A = πεmax . (6.41)

Wenn wir εmax in (6.39) einsetzen, erhalten wir die maximal mögliche Strah-
lenveloppe. Analoge Gleichungen gelten für die (x, x′)-Phasenebene.

6.5.2 Floquet’sche Transformation, Kreisdiagramm

Durch eine einfache lineare Transformation kann man die durch (α,β, γ) de-
finierte Ellipse in der Form eines Kreises darstellen (siehe Abb. 6.3). Gleich-
zeitig wird der Laufparameter s durch den Betatronphasenvorschub ψ(s) er-
setzt. Das resultierende Kreisdiagramm ist sehr hilfreich zur Diskussion von
Teilchenbewegungen in der Phasenraumebene. Die Transformation wird auch
zur quantitativen Analyse von Störfeldeffekten und Resonanzen benötigt.
Die Gleichung (6.33) legt die Definition der linearen Transformation nahe.
Die Transformation ist durch die folgenden Zuordnungen und Gleichungen
festgelegt,

s←→ ψ(s) mit
dψ
ds

=
1

β(s)
,

Abb. 6.3. a) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der Form einer Phase-
nellipse in der (y, y′)-Ebene. b) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der
Form eines Kreises im Kreisdiagramm (η, η′) = (η, dη/dψ). Die Punkte 1,2, . . . , 5
markieren ein einzelnes Teilchen nach 1, 2, . . . , 5 Umläufen
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y(s)←→ η(ψ) mit η =
y√
β

, (6.42)

y′(s)←→ dη
dψ

mit
dη
dψ

= α
y√
β

+
√
βy′ .

In Matrixform erhält man
(
η
dη
dψ

)
=
(
β−1/2 0
αβ−1/2 β1/2

)(
y
y′

)
. (6.43)

Die Phasenellipse wird hierdurch zu einem Kreis mit dem Radius a in der
(η, dη

dψ )-Ebene

η2 +
(

dη
dψ

)2

= a2. (6.44)

In Parameterdarstellung gilt

η = a cos(ψ + ψ0) ,

dη
dψ

= −a sin(ψ + ψ0) .
(6.45)

Durch die Transformation (6.43) werden die sich kontinuierlich ändernden
Phasenellipsen einheitlich auf einen Kreis mit dem Radius a transformiert.
Damit ist es möglich, die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Beta-
tronphase ψ(s) im Kreisdiagramm unmittelbar zu verfolgen (siehe Abb. 6.3).
Die Rücktransformation in die zugehörigen Koordinaten (y, y′) ist ebenfalls
eine sehr einfache lineare Transformation

(
y
y′

)
=
(

β1/2 0
−αβ−1/2 β−1/2

)(
η
dη
dψ

)
. (6.46)

Die Darstellung der Phasenellipse als Kreis in der (η, dη
dψ )-Ebene eliminiert

die lokale Abhängigkeit von den optischen Funktionen α(s), β(s) und γ(s).
Die Bewegung eines Teilchens mit der Amplitude a von s1 nach s2 entspricht
einem Kreisbogen von ψ(s1) nach ψ(s2). Der Bogenwinkel ist der Betatron-
phasenvorschub∆ψ = ψ(s2)−ψ(s1). Wenn man die Lage eines Teilchens nach
jedem Umlauf im (η, dη

dψ )-Diagramm markiert, ergibt sich eine Punktfolge auf
dem Kreis (siehe Abb. 6.3). Der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden
Punkten ist der Phasenvorschub pro Umlauf µ (mod 2π).

Aus der Hill’schen Differenzialgleichung, d. h. der Gleichung des quasi-
harmonischen Oszillators mit der sich ändernden Oszillatorstärke K(s), wird
durch die Transformation (6.43) die Gleichung des harmonischen Oszillators
mit der Oszillatorstärke Eins,

d2y

ds2
+ K(s)y(s) = 0←→ d2η

dψ2
+ η(ψ) = 0 . (6.47)

y2

�
+

(↵y + �y0)2

�
= a2 = ✏
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µ0 = µ0 +�µ (�µ << 1)
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cosµ =
1

2
Tr(M) = cos(µ0)�

1

2

�0

f
sin(µ0)

Stability condition:

An additional term
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Can be used to measure b0

13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)
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13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)

Result: shift of operation point
<latexit sha1_base64="xJopUl2UWLoI6VF4Jrab4dB0ITQ="></latexit>
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Similar as in the case of the dispersion, but b instead of
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Important: 2Qp -> Q=half-integer -> Resonance
Stop-band of second order
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Floquet transformation

Kick:

7.2 Quadrupol- und Sextupolfeldfehler 295

der Beschleuniger aufgrund von Gradientenfehlern instabil wird. Zur Veran-
schaulichung eines Stoppbandes zweiter Ordnung nehmen wir eine einzelne,
isolierte Quadrupolstörung im Bereich eines fokussierenden Quadrupols an,
d. h. an einer Stelle mit maximaler Betatronfunktion β̂, bei der zudem die
Phasenellipsen aufrecht stehen. Die Stärke der Quadrupolstörung wird durch
die zusätzliche Fokussierungsstärke einer dünnen Linse 1/f beschrieben. Die
Störung erzeugt einen Kick ∆y′, der proportional zur Ortsabweichung y ist.

∆y′ = − y

f
= − 1

f
a
√
β cosψ . (7.21)

Zur Beschreibung der resonanten Störung ist es sinnvoll, die Bewegung nach
einer Floquet-Transformation (6.43) (y, y′) → (η, dη/dψ) im Kreisdiagramm
zu verfolgen. Das Kreisdiagramm ist sehr hilfreich zur Beschreibung einzel-
ner Bahnen (”tracking“). Man kann natürlich jederzeit wieder mit (6.46) in
die Originalkoordinaten zurücktransformieren. Wie in Abb. 7.2 dargestellt,
erfährt ein Teilchen mit η = a cosψ durch die Quadrupolstörung einen Kick
∆(dη/dψ),

∆

(
dη
dψ

)
= − 1

f
aβ cosψ . (7.22)

Diese lokale Störung führt zu einer Amplitudenstörung ∆a und einer Phasen-
störung ∆ψ

∆a = ∆

(
dη
dψ

)
sinψ = −aβ

f
cosψ sinψ , (7.23)

∆ψ = −1
a
∆

(
dη
dψ

)
cosψ =

β

f
cos2 ψ . (7.24)

Abb. 7.2. Illustration zum Stoppband zweiter Ordnung. Der Gradientenfehler ist
in Resonanz mit der Betatronschwingung. Bei Erreichen der entsprechenden Beta-
tronphase (hier ψ = 45◦) wird die Trajektorie durch die Störung in die Resonanz
getrieben und in der Resonanz gehalten
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Amplitude enlargement

Phase shift
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13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)
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�

f
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Average shift of the working point by
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With superimposed modulation
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Modulations and shift are small if b-small and f-large
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13.4 Sextupole errors (stop-band third-order)

Similar to quadrupoles

Resonance of 3Q-integer

Stop-band of 3rd order:
<latexit sha1_base64="Vteaw3DbxOjlMOwi8n53hyBFEdk="></latexit>
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Amplitude of betatron oscillations!!!
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13.4 Sextupole errors (stop-band third-order)

- Non-linear effect (fast grows:                    )
- Dynamic aperture
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Yuri A. Litvinov, Accelerator Physics, Heidelberg WS 2016/17
A.Schöning                                                            11                                        Accelerator Physics WS 2015/16

Dynamic Aperture from Sextupoles
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13.5 Stability condi]ons

Yuri A. Litvinov, Accelerator Physics, Heidelberg WS 2016/17
A.Schöning                                                            8                                        Accelerator Physics WS 2015/16

Resonance Diagram SPS

Stay away from resonances!!! SPS, CERN

1st order – dipoles
2nd order – quadrupoles
3rd order – sextupoles
…

Resonance diagram

Resonance conditions:
<latexit sha1_base64="aScS8cNb+TDmUnPK1qa7wIM2SbI="></latexit>

p = nQx

p = nQy

(coupled)

p = lQx +mQy

n = |l|+ |m|
These are bands:

depending on b (QP)
emittance (SP)
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13.5 Resonance Diagram

5.3. FALLENFORMEN FÜR GELADENE TEILCHEN 113

Abb. 5.8: Stabilitätsdiagramm niedrigster Ordnung der 3-dim. Paul-Falle. Quelle: [Ghos1995].

führt. In der x−y Ebene drängt das elektrische Feld die Teilchen nach außen, aber das homoge-
nen magnetische Feld in z-Richtung verhindert das Erreichen der Elektroden. Es entsteht eine
Zyklotronbewegung um die magnetischen Feldlinien mit

ωc = eB/m . (5.22)

Dies führt jedoch zu einer sogenannten E×B-Drift im gemischten magnetischen und elektrischen
Feld (Details sind z.B. in Jackson zu finden). Bezüglich der Lösung dieses Problems sei z.B. auf
Ghosh [Ghos1995] oder [Majo2004] verwiesen. Das Resultat sieht folgendermaßen aus: In der
x − y Ebene erhält man zwei kreisförmige Bewegungen:

• eine modifizierte Zyklotronbewegung um die magnetischen Feldlinien mit der Frequenz

ω0+ =

(
ωc +

√
ω2

c − 2ω2
0z

)
/2 . (5.23)

• eine Magnetronbewegung um das Fallenzentrum mit der Frequenz

ω0− =

(
ωc −

√
ω2

c − 2ω2
0z

)
/2 . (5.24)

3D Paul trap
108 KAPITEL 5. SPEICHERUNG UND KÜHLUNG VON GELADENEN TEILCHEN

erhält man die Gleichungen

d2x

dζ2
+ (a − 2q cos (2ζ))x = 0 (5.13)

d2y

dζ2
− (a − 2q cos (2ζ))y = 0 . (5.14)

Hierbei handelt es sich um Differentialgleichungen des Mathieu‘schen Typs. Ohne auf die Lösung
dieser Gleichungen näher einzugehen (siehe dazu [McLa1947, Meix1954]), beschränken wir uns
hier auf das wesentliche Merkmal: Es gibt nur für bestimmte Werte von a und q stabile Lösungen.
Das Diagram 5.3 zeigt dies.

Abb. 5.3: Stabilitätsdiagramm der Mathieuschen Differentialgleichung für den 2D-Quadrupol:
(a) Für die x-Bewegung, (b) für die x- und y-Bewegung. Quelle: [Ghos1995].

Betreibt man den Quadrupol mit Parametern a, q, so dass die Ionenbewegung in x- und
y-Richtung stabil sind, d.h. die Bewegungsamplituden sind endlich, so erhält man in der x − y-
Ebene gebundene Trajektorien.

Anschauliche Beschreibung und Prinzip der starken Fokussierung: Ein statischer
Quadrupol kann Teilchen natürlich nicht auf einer stabilen Bahn halten. In einer Dimension
werden die Teilchen in die Mitte des Quadrupols gedrückt, gleichzeitig ziehen die beiden an-
deren, senkrecht dazu stehenden Elektroden die Ionen an, diese werden also in einer Richtung
zusammengedrückt und senkrecht dazu aus der Anordnung herausgequetscht. Polt man nun die
Elektroden zeitlich in geeigneter Weise um, kann man die Teilchen jedoch wieder in die Mitte
zurückdrücken, wobei sie dann aber senkrecht dazu wieder anfangen herauszulaufen usw.. Der
wesentliche Punkt ist nun, dass man bei geeigneter Wahl der RF in beiden Dimension netto
eine Kraft in die Quadrupolmitte erhält. Dies resultiert von der Tatsache, dass die nach außen
wirkende (defokussierende) Kraft immer angreift, wenn die Teilchen in der Mitte sind, die nach
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3.Kepler law: T2/a3 = const.

1 AU = 1.5 ·108 km,     TE = 1 y
aM = 1.52, aJ = 5.20,     RMJ = 0.29
aC = 2.77,       "                RCJ = 0.53

Orbit of a former planet Ceres 
was periodically influenced by 
Jupiter

Jupiter

Ceres

Mars

Lost planet or lost beam – all the same physics
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13. Distortions and Resonances

13.6 Chromaticity

Yuri A. Litvinov, Accelerator Physics, Heidelberg WS 2016/17
A.Schöning                                                            9                                        Accelerator Physics WS 2015/16

Correction of Chromaticity using 
Sextupoles

Problem: particles with d≠0 experience different bending and focusing in the machine
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Quadrupole:

298 7 Störfelder und Resonanzen

Betatronschwingungen pro Umlauf wird durch die Chromatizität ξ erfasst.
Wir unterscheiden zwischen der radialen Chromatizität ξx und der axialen
Chromatizität ξy. Die Definitionsgleichungen lauten

∆Qx = ξx
∆p

p0
, ∆Qy = ξy

∆p

p0
. (7.34)

Bei der Berechnung der Chromatizität unterscheidet man zwischen der natürli-
chen Chromatizität ξn und der durch Sextupolfelder ausgelösten Chromatizität
ξs. Wir schildern die Berechnung der Chromatizität exemplarisch am Beispiel
der radialen Chromatizität ξx. Die Fokussierungsstärke K(s) in der Hill’schen
Differenzialgleichung (6.2) ist umgekehrt proportional zu dem Impuls der Teil-
chen. Daher gilt

∆Kx = −Kx
∆p

p0
.

Mit Hilfe der Gleichung (7.19) zur Berechnung von ∆Q bei Quadrupolfehlern
finden wir unmittelbar die Gleichung zur Berechnung der natürlichen Chro-
matizität ξnx

∆Qx =

ξnx︷ ︸︸ ︷[
− 1

4π

∮
β(s)Kx(s)ds

]
∆p

p0
.

Zusammenfassend notieren wir

ξnx = − 1
4π

∮
βx(s)Kx(s)ds ,

ξny = − 1
4π

∮
βy(s)Ky(s)ds .

(7.35)

Da die Fokussierungsstärken Kx und Ky umgekehrt proportional zu dem
Impuls p sind, ist die natürliche Chromatizität immer negativ. Der Be-
trag der Chromatizität nimmt mit der Stärke der Fokussierung zu. Be-
sonders große Beiträge kommen aus dem Bereich von fokussierenden Qua-
drupolen, wo sowohl die Betatronfunktion wie die Fokussierungsstärke groß
sind.

Eine zusätzliche Chromatizität entsteht durch Sextupolfelder, wenn die
Dispersion D von null verschieden ist. Für die Sextupolfelder gilt

By(x) =
1
2

(
∂2By

∂x2

)
x2 =

gs

2
x2 .

Ein Teilchen mit einer Impulsabweichung hat im Mittel (gemittelt über vie-
le Betatronschwingungen) eine Ortsabweichung x = D∆p/p0 und spürt den
lokalen Gradienten des Sextupolfeldes

∂By/∂x = (∂2By/∂x2)x = gsx .

<latexit sha1_base64="m2x9czBVZVkAJDLz1Fz3etGHNv0=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8eK9gPaUDbbTbt0swm7E7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80TZxqxhsslrFuB9RwKRRvoEDJ24nmNAokbwWjm6nfeuTaiFg94DjhfkQHSoSCUbTSffdJ9MoVt+rOQJaJl5MK5Kj3yl/dfszSiCtkkhrT8dwE/YxqFEzySambGp5QNqID3rFU0YgbP5udOiEnVumTMNa2FJKZ+nsio5Ex4yiwnRHFoVn0puJ/XifF8MrPhEpS5IrNF4WpJBiT6d+kLzRnKMeWUKaFvZWwIdWUoU2nZEPwFl9eJs2zqndRde/OK7XrPI4iHMExnIIHl1CDW6hDAxgM4Ble4c2Rzovz7nzMWwtOPnMIf+B8/gBdN43Z</latexit>

⇠ - (natural) chromaticity
<latexit sha1_base64="yD0eVVUPxPqdNRuMl6aUkw05K0Y=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXFD0GvXiMYB6QxDA76U2GzM4uM7NiWPIRXjwo4tXv8ebfOEn2oIkFDUVVN91dfiy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUy6caBZdYN9wIbMUKaegLbPqjm6nffESleSTvzTjGbkgHkgecUWOlZrnzxB/kaa9YcivuDGSZeBkpQYZar/jV6UcsCVEaJqjWbc+NTTelynAmcFLoJBpjykZ0gG1LJQ1Rd9PZuRNyYpU+CSJlSxoyU39PpDTUehz6tjOkZqgXvan4n9dOTHDVTbmME4OSzRcFiSAmItPfSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2oYINwVt8eZk0zireRcW9Oy9Vr7M48nAEx1AGDy6hCrdQgzowGMEzvMKbEzsvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDpsaPHg==</latexit>

(⇠n)

The focusing functions in thte Hill‘s equations:

<latexit sha1_base64="uZaN9N2kKMFvdppC3cKVF3ot4bg=">AAACDnicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugqXgxjIjim6Eoi4ENxXsAzplyKSZNjSTCUlGLMN8gRt/xY0LRdy6duffmLaz0NYDl3s4516SewLBqNKO820VFhaXlleKq6W19Y3NLXt7p6niRGLSwDGLZTtAijDKSUNTzUhbSIKigJFWMLwc+617IhWN+Z0eCdKNUJ/TkGKkjeTbFe+KMI3gjf8Az+GhaV4oEU5zWWSp8J3Mt8tO1ZkAzhM3J2WQo+7bX14vxklEuMYMKdVxHaG7KZKaYkaykpcoIhAeoj7pGMpRRFQ3nZyTwYpRejCMpSmu4UT9vZGiSKlRFJjJCOmBmvXG4n9eJ9HhWTelXCSacDx9KEwY1DEcZwN7VBKs2cgQhCU1f4V4gEwc2iRYMiG4syfPk+ZR1T2pOrfH5dpFHkcR7IF9cABccApq4BrUQQNg8AiewSt4s56sF+vd+piOFqx8Zxf8gfX5A5EUmzI=</latexit>

�Kx = �Kx
�p

p0
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Tune shift

Always negative
Larger 
difference for
slower
particles
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13.6 Chromaticity

Additional chromaticity comes from sextupole fileds

<latexit sha1_base64="hEtIWzH9EawmJPyAg0QLFf+4kgY=">AAACGnicbZBNS8MwGMdTX2d9q3r0EhyCIIxWFL0IQy8eJ7gXWGtJs2wLS9OSpNJS9jm8+FW8eFDEm3jx25huPejmA8nz5/c8D8nzD2JGpbLtb2NhcWl5ZbWyZq5vbG5tWzu7LRklApMmjlgkOgGShFFOmooqRjqxICgMGGkHo+ui3n4gQtKI36ksJl6IBpz2KUZKI99y3JT66aW+77mfHhdZ+qnrmgXPSp6VPNPc9K2qXbMnAeeFU4oqKKPhW59uL8JJSLjCDEnZdexYeTkSimJGxqabSBIjPEID0tWSo5BIL5+sNoaHmvRgPxL6cAUn9PdEjkIpszDQnSFSQzlbK+B/tW6i+hdeTnmcKMLx9KF+wqCKYOET7FFBsGKZFggLqv8K8RAJhJV2szDBmV15XrROas5Zzb49rdavSjsqYB8cgCPggHNQBzegAZoAg0fwDF7Bm/FkvBjvxse0dcEoZ/bAnzC+fgDKIKCs</latexit>

⇠x = ⇠nx + ⇠sx
⇠y = ⇠ny + ⇠sy

QP SP

QP SP
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13.6 Chromaticity

Chromaticity correction

Employing additional sextupoles in dispersion regions
<latexit sha1_base64="KOzjeThdZC564zz2+e8pIfcBd/U=">AAACEXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0XoqiRF0Y1Q6sZlBfuAJg2T6aQdOnkwMxFDyC+48VfcuFDErTt3/o2TNoi2Hhg4c869d+YeN2JUSMP40korq2vrG+XNytb2zu6evn/QFWHMMengkIW87yJBGA1IR1LJSD/iBPkuIz13epX7vTvCBQ2DW5lExPbROKAexUgqydFrY0dcWh5HOLUixCVFbNiALSfJfu7wftjIKo5eNerGDHCZmAWpggJtR/+0RiGOfRJIzJAQA9OIpJ3mMzEjWcWKBYkQnqIxGSgaIJ8IO51tlMETpYygF3J1Agln6u+OFPlCJL6rKn0kJ2LRy8X/vEEsvQs7pUEUSxLg+UNezKAMYR4PHFFOsGSJIghzqv4K8QSpeKQKMQ/BXFx5mXQbdfOsbtycVputIo4yOALHoAZMcA6a4Bq0QQdg8ACewAt41R61Z+1Ne5+XlrSi5xD8gfbxDRx7nSs=</latexit>

gs =
@2By

@x2

7.3 Chromatizität 299

Die zusätzliche Chromatizität ξsx erhalten wir, indem wir den entsprechenden
Gradientenfehler

∆Ks
x =

gsx

Bρ
=

gsD

Bρ

∆p

p0

in (7.19) einsetzen,

∆Qs
x =

ξsx︷ ︸︸ ︷[
1
4π

∮
gs(s)

βx(s)D(s)
Bρ

ds

]
∆p

p0
.

Für die durch Sextupolfelder ausgelöste axiale Chromatizität ξsy erhalten wir
wegen ∆Ks

y = −∆Ks
x eine Gleichung mit entgegengesetztem Vorzeichen. Zu-

sammenfassend notieren wir

ξsx =
1
4π

∮
gs(s)

βx(s)D(s)
Bρ

ds ,

ξsy = − 1
4π

∮
gs(s)

βy(s)D(s)
Bρ

ds .

(7.36)

Natürliche Quellen von Sextupolfeldern sind die Dipolmagnete. Vor allem bei
niedrigen Erregungen verursacht das remanente Feld starke Sextupolkompo-
nenten. Die Gesamtchromatizität ist die Summe aus der natürlichen Chroma-
tizität ξn und der zusätzlichen Chromatizität ξs aufgrund von Sextupolfeldern,

ξx = ξnx + ξsx , ξy = ξny + ξsy . (7.37)

Um die natürliche Chromatizität unterschiedlich großer Maschinen mit-
einander vergleichen zu können, wird manchmal auch die relative natürliche
Chromatizität ξnrel definiert,

∆Q

Q
= ξnrel

∆p

p0
. (7.38)

Bei den meisten Maschinen mit starker Fokussierung liegt ξnrel in der Größen-
ordnung von −1 bis −1,5. Für das SPS-Synchrotron am CERN ist ξnrel ≈ −1,3.

7.3.2 Korrektur der Chromatizität

Zur Korrektur der natürlichen Chromatizitäten und der durch störende Sex-
tupolfelder ausgelösten Chromatizitäten werden gezielt Korrektursextupole
eingesetzt (siehe Abb. 7.3). Die Größen ξsx und ξsy in (7.37) werden mithilfe
der Korrektursextupole so modifiziert, dass nach der Korrektur ξx ≈ 0 und
ξy ≈ 0. Bei dem SPS-Synchrotron am CERN stehen z.B. gleichmäßig verteilt
36 Sextupole bei radial fokussierenden Quadrupolen und 36 Sextupole bei
axial fokussierenden Quadrupolen. Die Sextupole bei den radial fokussieren-
den Quadrupolen tragen vor allem zur Korrektur der radialen Chromatizität
bei, da dort wegen der FODO-Struktur βx groß und βy klein ist. Bei den

Tune shift
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308 8 Longitudinale Bahndynamik

8.2 Phasenfokussierung und Synchrotronschwingung

Wir schildern die Zusammenhänge am Beispiel des Synchrotrons. Das Prin-
zip der Phasenfokussierung wurde bereits in Abschn. 2.4 und 2.7 kurz vor-
gestellt. Wir nehmen an, dass die Synchronisationsbedingung zwischen der
Kreisfrequenz ωs des synchronen Teilchens und der Kreisfrequenz ωHF des
beschleunigenden HF-Feldes erfüllt ist,

ωHF = hωs . (8.1)

Die Harmonischenzahl h ist eine ganze Zahl. Zur Synchronisation wird die
Hochfrequenz während eines Beschleunigungszyklus so programmiert, dass
(8.1) erfüllt ist. Der Fahrplan für die Hochbeschleunigung wird von der Ma-
gnetfeldrampe für die Ablenkmagnete vorgegeben. Aus der Geschwindigkeit,
mit der das Magnetfeld der Ablenkmagnete hochgefahren wird, ergibt sich für
das synchrone Teilchen der Energiezuwachs [∆Es]U pro Umlauf,

[∆Es]U = Cs
dps

dt
. (8.2)

Hierbei ist Cs (C =”circumference“) die Weglänge pro Umlauf und dps/dt die
Änderung des Impulses pro Zeiteinheit.

Die Energie ∆EHF, die ein Teilchen pro Umlauf gewinnt, ist eine Funktion
der Phase ϕ, mit der das Teilchen die HF-Beschleunigungsstrecke passiert
(siehe Abb. 8.1),

∆EHF = qU0 sinϕ . (8.3)

Auch wenn mehrere HF-Beschleunigungsstrecken pro Umlauf passiert werden,
kann eine Gleichung dieser Art aufgestellt werden. Die Phase ϕ bezieht sich auf
das Zentrum der HF-Beschleunigung. Der Nullpunkt ist dadurch festgelegt,
dass bei ϕ = 0 ∆EHF = 0. Ein Teilchen, das später eintrifft, hat ϕ > 0, ein
Teilchen, das früher eintrifft, hat ϕ < 0. Das synchrone Teilchen gewinnt im
HF-Feld die Energie

∆EHF
s = qU0 sinϕs . (8.4)

In der Energiebilanz müssen noch andere Effekte wie z. B. der Energieverlust
∆Erad(E) aufgrund der Synchrotronstrahlung, der in (2.35) angegebene Ef-
fekt der Betatronbeschleunigung, ∆Ebet, und andere mögliche Effekte ∆Eres

berücksichtigt werden. Für den Energiegewinn pro Umlauf erhalten wir für
ein beliebiges Teilchen mit der Phase ϕ und das synchrone Teilchen mit der
Phase ϕs

[∆E]U = qU0 sinϕ−∆Erad(E) +∆Ebet +∆Eres ,

[∆Es]U = qU0 sinϕs −∆Erad(Es) +∆Ebet +∆Eres .
(8.5)

Die Synchrotronstrahlung ist eine Spezialität des Elektronensynchrotrons.
Bei Protonen wird die Synchrotronstrahlung erst bei Energien im TeV-Bereich

h – integer, harmonic number

Change of energy per revolu>on of synchronous par>cle

Synchronous particle
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8.2 Phasenfokussierung und Synchrotronschwingung

Wir schildern die Zusammenhänge am Beispiel des Synchrotrons. Das Prin-
zip der Phasenfokussierung wurde bereits in Abschn. 2.4 und 2.7 kurz vor-
gestellt. Wir nehmen an, dass die Synchronisationsbedingung zwischen der
Kreisfrequenz ωs des synchronen Teilchens und der Kreisfrequenz ωHF des
beschleunigenden HF-Feldes erfüllt ist,

ωHF = hωs . (8.1)

Die Harmonischenzahl h ist eine ganze Zahl. Zur Synchronisation wird die
Hochfrequenz während eines Beschleunigungszyklus so programmiert, dass
(8.1) erfüllt ist. Der Fahrplan für die Hochbeschleunigung wird von der Ma-
gnetfeldrampe für die Ablenkmagnete vorgegeben. Aus der Geschwindigkeit,
mit der das Magnetfeld der Ablenkmagnete hochgefahren wird, ergibt sich für
das synchrone Teilchen der Energiezuwachs [∆Es]U pro Umlauf,

[∆Es]U = Cs
dps

dt
. (8.2)

Hierbei ist Cs (C =”circumference“) die Weglänge pro Umlauf und dps/dt die
Änderung des Impulses pro Zeiteinheit.

Die Energie ∆EHF, die ein Teilchen pro Umlauf gewinnt, ist eine Funktion
der Phase ϕ, mit der das Teilchen die HF-Beschleunigungsstrecke passiert
(siehe Abb. 8.1),

∆EHF = qU0 sinϕ . (8.3)

Auch wenn mehrere HF-Beschleunigungsstrecken pro Umlauf passiert werden,
kann eine Gleichung dieser Art aufgestellt werden. Die Phase ϕ bezieht sich auf
das Zentrum der HF-Beschleunigung. Der Nullpunkt ist dadurch festgelegt,
dass bei ϕ = 0 ∆EHF = 0. Ein Teilchen, das später eintrifft, hat ϕ > 0, ein
Teilchen, das früher eintrifft, hat ϕ < 0. Das synchrone Teilchen gewinnt im
HF-Feld die Energie

∆EHF
s = qU0 sinϕs . (8.4)

In der Energiebilanz müssen noch andere Effekte wie z. B. der Energieverlust
∆Erad(E) aufgrund der Synchrotronstrahlung, der in (2.35) angegebene Ef-
fekt der Betatronbeschleunigung, ∆Ebet, und andere mögliche Effekte ∆Eres

berücksichtigt werden. Für den Energiegewinn pro Umlauf erhalten wir für
ein beliebiges Teilchen mit der Phase ϕ und das synchrone Teilchen mit der
Phase ϕs

[∆E]U = qU0 sinϕ−∆Erad(E) +∆Ebet +∆Eres ,

[∆Es]U = qU0 sinϕs −∆Erad(Es) +∆Ebet +∆Eres .
(8.5)

Die Synchrotronstrahlung ist eine Spezialität des Elektronensynchrotrons.
Bei Protonen wird die Synchrotronstrahlung erst bei Energien im TeV-Bereich

Circumference
Change of momentum
per time unit
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- The energy gain of a particle per revolution is a function of the phase y with which
the particle passes the HF unit
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das synchrone Teilchen der Energiezuwachs [∆Es]U pro Umlauf,
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Hierbei ist Cs (C =”circumference“) die Weglänge pro Umlauf und dps/dt die
Änderung des Impulses pro Zeiteinheit.

Die Energie ∆EHF, die ein Teilchen pro Umlauf gewinnt, ist eine Funktion
der Phase ϕ, mit der das Teilchen die HF-Beschleunigungsstrecke passiert
(siehe Abb. 8.1),

∆EHF = qU0 sinϕ . (8.3)

Auch wenn mehrere HF-Beschleunigungsstrecken pro Umlauf passiert werden,
kann eine Gleichung dieser Art aufgestellt werden. Die Phase ϕ bezieht sich auf
das Zentrum der HF-Beschleunigung. Der Nullpunkt ist dadurch festgelegt,
dass bei ϕ = 0 ∆EHF = 0. Ein Teilchen, das später eintrifft, hat ϕ > 0, ein
Teilchen, das früher eintrifft, hat ϕ < 0. Das synchrone Teilchen gewinnt im
HF-Feld die Energie

∆EHF
s = qU0 sinϕs . (8.4)

In der Energiebilanz müssen noch andere Effekte wie z. B. der Energieverlust
∆Erad(E) aufgrund der Synchrotronstrahlung, der in (2.35) angegebene Ef-
fekt der Betatronbeschleunigung, ∆Ebet, und andere mögliche Effekte ∆Eres

berücksichtigt werden. Für den Energiegewinn pro Umlauf erhalten wir für
ein beliebiges Teilchen mit der Phase ϕ und das synchrone Teilchen mit der
Phase ϕs

[∆E]U = qU0 sinϕ−∆Erad(E) +∆Ebet +∆Eres ,

[∆Es]U = qU0 sinϕs −∆Erad(Es) +∆Ebet +∆Eres .
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Die Synchrotronstrahlung ist eine Spezialität des Elektronensynchrotrons.
Bei Protonen wird die Synchrotronstrahlung erst bei Energien im TeV-Bereich

Relative to the middle
of the acceleration
unit

HF amplitude

Charge 

- The „zero“ is defined as ' = 0, �EHF = 0
' > 0

' < 0

Later particle

Earlier particle



Lecture 9

13. Logitudinal beam dynamics

- Energy losses have to be taken into account

�Eloss = ��Erad(E)��Eloss(E)� .....

radia>on Collisions with rest gas etc

[�E]U = qU0 sin'+�Eloss

[�ES ]U = qU0 sin'S +�Eloss
S
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Abb. 8.1. Der Energiegewinn ∆EHF und die Energieabweichung ∆E = E −Es als
Funktion der Phase ϕ für γ < γtr. Der stabile Bereich wird durch die fischähnliche
Separatrix angedeutet. Bei kleiner Schwingungsamplitude bewegen sich die Teilchen
längs einer elliptischen Kurve gegen den Uhrzeigersinn

relevant. Durch die Abstrahlung von Synchrotronlicht kommt es zu einer
Dämpfung der Synchrotronschwingungen, da ∆Erad mit der Teilchenenergie
sehr stark ansteigt. Daher ist die Energieabhängigkeit von ∆Erad in (8.5) ex-
plizit angegeben. Wir vernachlässigen diesen Effekt jedoch in der folgenden
Ableitung. Er wird im Abschn. 10.3 besprochen.

Die Phasenfokussierung ist nur möglich, wenn die Kreisfrequenz ω, mit
der die Teilchen umlaufen, von dem Impuls p abhängt. Sie wird in linearer
Näherung durch den Parameter η erfasst,

∆ω

ω
= η

∆p

p
=
(

1
γ2
− 1
γ2
tr

)
∆p

p
. (8.6)

Die Größe η ist die Dispersion der Teilchenumlauffrequenz. Für γ < γtr

ist η positiv, für γ > γtr ist η negativ. Die Größe γ ist der Lorentzfak-
tor des beschleunigten Teilchens und γtr ist ein charakteristischer Parameter
der ionenoptischen Struktur (siehe Abschn. 6.7.2), der mit dem Momentum-
Compaction-Faktor αp folgendermaßen zusammenhängt,

αp =
1
γ2
tr

. (8.7)
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Der Momentum-Compaction-Faktor αp ist normalerweise positiv. Man kann
aber auch das Lattice eines Synchrotrons so gestalten, dass αp negativ ist.
Dann ist nach (8.7) γtr rein imaginär und η für alle γ-Werte, d. h. den ge-
samten Energiebereich der Maschine, stets positiv. Mit anderen Worten aus-
gedrückt bedeutet dies, es gibt bei der Hochbeschleunigung keinen Übergang
von positivem η zu negativem η.

Bevor wir die Synchrotronschwingung formal behandeln, möchten wir die
Zusammenhänge anhand der Abb. 8.1 und 8.2 anschaulich schildern. Die
Synchrotronschwingungen sind Phasenschwingungen, die mit einer entspre-
chenden Energieschwingung der Teilchen verkoppelt sind. Der Nullpunkt bzw.
Gleichgewichtspunkt dieser Schwingungen ist die Phase ϕs und die Energie Es

des synchronen Teilchens. Die Synchrotronschwingung wird in der Form von
geschlossenen Kurven in der (ϕ,∆E)-Ebene dargestellt. Bei η > 0 liegt ϕs im
ansteigenden Bereich der Sinuskurve (siehe Abb. 8.1), bei η < 0 im absteigen-
den Bereich (siehe Abb. 8.2). Der Mechanismus der Phasenfokussierung ergibt
sich z. B. für η > 0 dadurch, dass ein Teilchen, das den positiven Umkehrpunkt
ϕ > ϕs erreicht hat, mehr Energie aufnimmt (siehe Abb. 8.1). Das Teilchen
kommt dadurch bei den nachfolgenden HF-Beschleunigungsstrecken früher
an, d. h. die Phasenabweichung wird kleiner, und die Energieabweichung wird
größer. Wenn ϕ = ϕs erreicht wird, ist die Energieabweichung maximal. Da-

∆E

ϕ

ϕs

π − ϕs

∆EHF

ϕs

ϕ

!

"

"

#
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Abb. 8.2. Der Energiegewinn ∆EHF und die Energieabweichung ∆E = E −Es als
Funktion der Phase ϕ für γ > γtr. Der stabile Bereich wird durch die fischähnliche
Separatrix angedeutet. Bei kleiner Schwingungsamplitude bewegen sich die Teilchen
längs einer elliptischen Kurve im Uhrzeigersinn
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- Phase focusing
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- Phase focusing

Only possible if momentum change leads to change in w

�!

!
= ⌘

�p

p
=

 
1

�2
� 1

�2
t

!
�p

p
Synchrotron principle
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- Synchrotron oscillations with small amplitude

�' = '� 'S

�p = p� pS

�E = E � ES

�! = ! � !S

Change of �' and �E per revolution

�(�') = �⌘S
�p

pS
2⇡h

Phase change of
synchronous par>cle per 
revolu>on

�(�E) = qU0(sin'� sin'S)
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- Time derivative
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Hierbei ist h die Harmonischenzahl und h2π der Phasenvorschub des synchro-
nen Teilchens pro Umlauf. Wir dividieren durch die Umlaufperiode Ts = 2π/ωs

und erhalten so die ersten Ableitungen nach der Zeit,

d
dt
∆ϕ = − 1

Ts
ηs
∆p

ps
h2π = −hηsωs

psvs
∆E , (8.10)

d
dt
∆E =

1
Ts

qU0(sinϕ− sinϕs) =
ωs

2π
qU0(sinϕ− sinϕs) . (8.11)

Die Größen ηs, ωs, ps, vs, U0 und ϕs ändern sich nur wenig mit der Zeit. Im
Rahmen der adiabatischen Näherung werden diese Größen als zeitlich konstant
angenommen. Die beiden Differenzialgleichungen 1. Ordnung können durch
eine weitere Differenziation zu einer Differenzialgleichung zweiter Ordnung
zusammengefasst werden,

d2

dt2
∆ϕ = −hηsωs

psvs

d
dt
∆E

= − hηsω2
s

2πpsvs
qU0(sinϕ− sinϕs) .

(8.12)

In linearer Näherung erhalten wir für kleine Abweichungen ∆ϕ mit

sinϕ− sinϕs ≈ cosϕs∆ϕ (8.13)

die Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators, wenn das Produkt
ηs cosϕs positiv ist,

d2

dt2
∆ϕ+

ω2
syn︷ ︸︸ ︷

hηsω2
s

2πpsvs
qU0 cosϕs∆ϕ = 0 , (8.14)

ωsyn = ωs

√
hηs

2πpsvs
qU0 cosϕs . (8.15)

Die Frequenz der Synchrotronschwingungen, νsyn = ωsyn/2π, ist im Ver-
gleich zur Umlaufsfrequenz νs = ωs/2π des synchronen Teilchens sehr klein.
Für die Zahl der Synchrotronschwingungen pro Umlauf, Qsyn erhalten wir

Qsyn =
ωsyn

ωs
=

√
hηs

2πpsvs
qU0 cosϕs . (8.16)

Wenn wir als Lösung die Gleichung

∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)

TS =
2⇡

!S

- Period of synchronous particle

'S is the phase at which energy gain (acceleration) and energy losses equalize

- Adiabatic approximation ⌘S , !S , pS , vS , U0, 'S change little

Set them constant

1

2- Insert into

2

1
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und erhalten so die ersten Ableitungen nach der Zeit,
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∆E , (8.10)

d
dt
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1
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qU0(sinϕ− sinϕs) =
ωs
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qU0(sinϕ− sinϕs) . (8.11)

Die Größen ηs, ωs, ps, vs, U0 und ϕs ändern sich nur wenig mit der Zeit. Im
Rahmen der adiabatischen Näherung werden diese Größen als zeitlich konstant
angenommen. Die beiden Differenzialgleichungen 1. Ordnung können durch
eine weitere Differenziation zu einer Differenzialgleichung zweiter Ordnung
zusammengefasst werden,
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psvs

d
dt
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= − hηsω2
s

2πpsvs
qU0(sinϕ− sinϕs) .

(8.12)

In linearer Näherung erhalten wir für kleine Abweichungen ∆ϕ mit

sinϕ− sinϕs ≈ cosϕs∆ϕ (8.13)

die Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators, wenn das Produkt
ηs cosϕs positiv ist,

d2

dt2
∆ϕ+

ω2
syn︷ ︸︸ ︷

hηsω2
s

2πpsvs
qU0 cosϕs∆ϕ = 0 , (8.14)

ωsyn = ωs

√
hηs
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qU0 cosϕs . (8.15)

Die Frequenz der Synchrotronschwingungen, νsyn = ωsyn/2π, ist im Ver-
gleich zur Umlaufsfrequenz νs = ωs/2π des synchronen Teilchens sehr klein.
Für die Zahl der Synchrotronschwingungen pro Umlauf, Qsyn erhalten wir

Qsyn =
ωsyn

ωs
=

√
hηs

2πpsvs
qU0 cosϕs . (8.16)

Wenn wir als Lösung die Gleichung

∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)

3

For small �'
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dt
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d
dt
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1
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Die Größen ηs, ωs, ps, vs, U0 und ϕs ändern sich nur wenig mit der Zeit. Im
Rahmen der adiabatischen Näherung werden diese Größen als zeitlich konstant
angenommen. Die beiden Differenzialgleichungen 1. Ordnung können durch
eine weitere Differenziation zu einer Differenzialgleichung zweiter Ordnung
zusammengefasst werden,
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In linearer Näherung erhalten wir für kleine Abweichungen ∆ϕ mit

sinϕ− sinϕs ≈ cosϕs∆ϕ (8.13)

die Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators, wenn das Produkt
ηs cosϕs positiv ist,

d2
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∆ϕ+
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s
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qU0 cosϕs∆ϕ = 0 , (8.14)
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√
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Die Frequenz der Synchrotronschwingungen, νsyn = ωsyn/2π, ist im Ver-
gleich zur Umlaufsfrequenz νs = ωs/2π des synchronen Teilchens sehr klein.
Für die Zahl der Synchrotronschwingungen pro Umlauf, Qsyn erhalten wir

Qsyn =
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=

√
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qU0 cosϕs . (8.16)

Wenn wir als Lösung die Gleichung

∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)
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1
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Die Größen ηs, ωs, ps, vs, U0 und ϕs ändern sich nur wenig mit der Zeit. Im
Rahmen der adiabatischen Näherung werden diese Größen als zeitlich konstant
angenommen. Die beiden Differenzialgleichungen 1. Ordnung können durch
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zusammengefasst werden,
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In linearer Näherung erhalten wir für kleine Abweichungen ∆ϕ mit

sinϕ− sinϕs ≈ cosϕs∆ϕ (8.13)

die Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators, wenn das Produkt
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Die Frequenz der Synchrotronschwingungen, νsyn = ωsyn/2π, ist im Ver-
gleich zur Umlaufsfrequenz νs = ωs/2π des synchronen Teilchens sehr klein.
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Wenn wir als Lösung die Gleichung

∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)

Harmonic oscillations
Analytically not solvable
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∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)

312 8 Longitudinale Bahndynamik

Hierbei ist h die Harmonischenzahl und h2π der Phasenvorschub des synchro-
nen Teilchens pro Umlauf. Wir dividieren durch die Umlaufperiode Ts = 2π/ωs

und erhalten so die ersten Ableitungen nach der Zeit,

d
dt
∆ϕ = − 1

Ts
ηs
∆p

ps
h2π = −hηsωs

psvs
∆E , (8.10)

d
dt
∆E =

1
Ts

qU0(sinϕ− sinϕs) =
ωs

2π
qU0(sinϕ− sinϕs) . (8.11)
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ηs cosϕs positiv ist,

d2

dt2
∆ϕ+

ω2
syn︷ ︸︸ ︷

hηsω2
s

2πpsvs
qU0 cosϕs∆ϕ = 0 , (8.14)

ωsyn = ωs

√
hηs

2πpsvs
qU0 cosϕs . (8.15)

Die Frequenz der Synchrotronschwingungen, νsyn = ωsyn/2π, ist im Ver-
gleich zur Umlaufsfrequenz νs = ωs/2π des synchronen Teilchens sehr klein.
Für die Zahl der Synchrotronschwingungen pro Umlauf, Qsyn erhalten wir

Qsyn =
ωsyn

ωs
=

√
hηs

2πpsvs
qU0 cosϕs . (8.16)

Wenn wir als Lösung die Gleichung

∆ϕ = ∆ϕ0 cosωsynt (8.17)
Number of synchrotron
oscillations per revolution
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ansetzen und die erste Ableitung nach der Zeit in (8.10) einsetzen, erhalten
wir

∆E =

∆E0︷ ︸︸ ︷
ωsyn

ωs

psvs

hηs
∆ϕ0 sinωsynt . (8.18)

Die Gleichungen (8.17) und (8.18) bilden zusammen die Parameterdarstellung
einer Ellipse (siehe Abb. 8.1). Die Synchrotronschwingung ist eine gekoppel-
te Schwingung in der (∆ϕ,∆E)-Ebene. Die beiden Schwingungsamplituden
hängen über die folgende Gleichung miteinander zusammen,

∆E0 = Qsyn
psvs

hηs
∆ϕ0 . (8.19)

In Koordinatendarstellung lautet die Ellipse

(
∆ϕ

∆ϕ0

)2

+
(
∆E

∆E0

)2

= 1 . (8.20)

Diskussion der Synchrotronschwingung

Es ist interessant, die Synchrotronschwingung (8.14) im Hinblick auf das Zu-
sammenspiel der Parameter zu diskutieren. Bei einer vorgegebenen Lattice-
Struktur des Synchrotrons und einem vorgegebenen Teilchenimpuls ps sind die
Größen ηs, ωs und vs festgelegt. Der Energiegewinn pro Umlauf, der durch die
Hochfahrgeschwindigkeit der Ablenkmagnete bestimmt ist, legt das Produkt
qU0 sinϕs fest. Die ”Fokussierungsstärke“ in der Schwingungsgleichung, d. h.
ω2

syn, ist durch das Produkt qU0 cosϕs festgelegt. Um bei einer vorgegebenen
longitudinalen Emittanz von π∆ϕ0∆E0 die Phasenbreite ∆ϕ0 klein, d. h. im
linearen Bereich der Sinuskurve, zu halten, sollte die Spannungsamplitude U0

möglichst groß und sinϕs möglichst klein gewählt werden.

Stabilitätskriterium

Eine wichtige Voraussetzung für die Existenz von stabilen Lösungen und das
Auftreten von Synchrotronschwingungen ist die Bedingung

ηs cosϕs > 0 , (8.21)

d. h.

cosϕs > 0 für ηs > 0 (γs < γtr) ,

cosϕs < 0 für ηs < 0 (γs > γtr) .
(8.22)

Je nachdem, ob das Synchrotron zur Beschleunigung oder zur Abbremsung
benutzt wird, ergibt sich als weitere Unterscheidung sinϕs > 0 bei Beschleu-
nigung und sinϕs < 0 bei Abbremsung. Dies bedeutet für die Phase des

Equation of ellipse
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Abb. 8.1. Der Energiegewinn ∆EHF und die Energieabweichung ∆E = E −Es als
Funktion der Phase ϕ für γ < γtr. Der stabile Bereich wird durch die fischähnliche
Separatrix angedeutet. Bei kleiner Schwingungsamplitude bewegen sich die Teilchen
längs einer elliptischen Kurve gegen den Uhrzeigersinn

relevant. Durch die Abstrahlung von Synchrotronlicht kommt es zu einer
Dämpfung der Synchrotronschwingungen, da ∆Erad mit der Teilchenenergie
sehr stark ansteigt. Daher ist die Energieabhängigkeit von ∆Erad in (8.5) ex-
plizit angegeben. Wir vernachlässigen diesen Effekt jedoch in der folgenden
Ableitung. Er wird im Abschn. 10.3 besprochen.

Die Phasenfokussierung ist nur möglich, wenn die Kreisfrequenz ω, mit
der die Teilchen umlaufen, von dem Impuls p abhängt. Sie wird in linearer
Näherung durch den Parameter η erfasst,

∆ω

ω
= η

∆p

p
=
(

1
γ2
− 1
γ2
tr

)
∆p

p
. (8.6)

Die Größe η ist die Dispersion der Teilchenumlauffrequenz. Für γ < γtr

ist η positiv, für γ > γtr ist η negativ. Die Größe γ ist der Lorentzfak-
tor des beschleunigten Teilchens und γtr ist ein charakteristischer Parameter
der ionenoptischen Struktur (siehe Abschn. 6.7.2), der mit dem Momentum-
Compaction-Faktor αp folgendermaßen zusammenhängt,

αp =
1
γ2
tr

. (8.7)

Oscillations in (�E, �') plane
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ansetzen und die erste Ableitung nach der Zeit in (8.10) einsetzen, erhalten
wir

∆E =

∆E0︷ ︸︸ ︷
ωsyn

ωs

psvs

hηs
∆ϕ0 sinωsynt . (8.18)

Die Gleichungen (8.17) und (8.18) bilden zusammen die Parameterdarstellung
einer Ellipse (siehe Abb. 8.1). Die Synchrotronschwingung ist eine gekoppel-
te Schwingung in der (∆ϕ,∆E)-Ebene. Die beiden Schwingungsamplituden
hängen über die folgende Gleichung miteinander zusammen,

∆E0 = Qsyn
psvs

hηs
∆ϕ0 . (8.19)

In Koordinatendarstellung lautet die Ellipse

(
∆ϕ

∆ϕ0

)2

+
(
∆E

∆E0

)2

= 1 . (8.20)

Diskussion der Synchrotronschwingung

Es ist interessant, die Synchrotronschwingung (8.14) im Hinblick auf das Zu-
sammenspiel der Parameter zu diskutieren. Bei einer vorgegebenen Lattice-
Struktur des Synchrotrons und einem vorgegebenen Teilchenimpuls ps sind die
Größen ηs, ωs und vs festgelegt. Der Energiegewinn pro Umlauf, der durch die
Hochfahrgeschwindigkeit der Ablenkmagnete bestimmt ist, legt das Produkt
qU0 sinϕs fest. Die ”Fokussierungsstärke“ in der Schwingungsgleichung, d. h.
ω2

syn, ist durch das Produkt qU0 cosϕs festgelegt. Um bei einer vorgegebenen
longitudinalen Emittanz von π∆ϕ0∆E0 die Phasenbreite ∆ϕ0 klein, d. h. im
linearen Bereich der Sinuskurve, zu halten, sollte die Spannungsamplitude U0

möglichst groß und sinϕs möglichst klein gewählt werden.

Stabilitätskriterium

Eine wichtige Voraussetzung für die Existenz von stabilen Lösungen und das
Auftreten von Synchrotronschwingungen ist die Bedingung

ηs cosϕs > 0 , (8.21)

d. h.

cosϕs > 0 für ηs > 0 (γs < γtr) ,

cosϕs < 0 für ηs < 0 (γs > γtr) .
(8.22)

Je nachdem, ob das Synchrotron zur Beschleunigung oder zur Abbremsung
benutzt wird, ergibt sich als weitere Unterscheidung sinϕs > 0 bei Beschleu-
nigung und sinϕs < 0 bei Abbremsung. Dies bedeutet für die Phase des
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einer Ellipse (siehe Abb. 8.1). Die Synchrotronschwingung ist eine gekoppel-
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Diskussion der Synchrotronschwingung

Es ist interessant, die Synchrotronschwingung (8.14) im Hinblick auf das Zu-
sammenspiel der Parameter zu diskutieren. Bei einer vorgegebenen Lattice-
Struktur des Synchrotrons und einem vorgegebenen Teilchenimpuls ps sind die
Größen ηs, ωs und vs festgelegt. Der Energiegewinn pro Umlauf, der durch die
Hochfahrgeschwindigkeit der Ablenkmagnete bestimmt ist, legt das Produkt
qU0 sinϕs fest. Die ”Fokussierungsstärke“ in der Schwingungsgleichung, d. h.
ω2

syn, ist durch das Produkt qU0 cosϕs festgelegt. Um bei einer vorgegebenen
longitudinalen Emittanz von π∆ϕ0∆E0 die Phasenbreite ∆ϕ0 klein, d. h. im
linearen Bereich der Sinuskurve, zu halten, sollte die Spannungsamplitude U0

möglichst groß und sinϕs möglichst klein gewählt werden.

Stabilitätskriterium

Eine wichtige Voraussetzung für die Existenz von stabilen Lösungen und das
Auftreten von Synchrotronschwingungen ist die Bedingung

ηs cosϕs > 0 , (8.21)

d. h.

cosϕs > 0 für ηs > 0 (γs < γtr) ,

cosϕs < 0 für ηs < 0 (γs > γtr) .
(8.22)

Je nachdem, ob das Synchrotron zur Beschleunigung oder zur Abbremsung
benutzt wird, ergibt sich als weitere Unterscheidung sinϕs > 0 bei Beschleu-
nigung und sinϕs < 0 bei Abbremsung. Dies bedeutet für die Phase des

Connection between two amplitudes
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4 regions:
'S > 0 - acceleration

- deceleration/slowing down'S < 0
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synchronen Teilchens

ηs > 0 (γs < γtr) , cosϕs > 0 , sinϕs > 0: 0 < ϕs < π/2 ,

ηs < 0 (γs > γtr) , cosϕs < 0 , sinϕs > 0: π/2 < ϕs < π ,

ηs > 0 (γs < γtr) , cosϕs > 0 , sinϕs < 0: −π/2 < ϕs < 0 ,

ηs < 0 (γs > γtr) , cosϕs < 0 , sinϕs < 0: −π < ϕs < −π/2 .

Durch das Stabilitätskriterium (8.21) werden auch die Spezialfälle cosϕs = 0
und ηs = 0 ausgeschlossen. Wenn die Phase des synchronen Teilchen an der
Stelle des Maximums oder Minimums der Sinuskurve liegt, gibt es wegen
cosϕs = 0 keine stabile Lösung. Bei der Übergangsenergie (γs = γtr) gibt es
wegen ηs = 0 keine stabile Lösung.

8.4 Synchrotronschwingung mit großer Amplitude

Bei größeren Schwingungsamplituden∆ϕ0 verliert die lineare Näherung (8.13)
ihre Berechtigung. Wir wollen nun die Methode schildern, wie man die nichtli-
neare Differenzialgleichung (8.12) löst. Die Gleichung (8.12) kann vereinfacht2
folgendermaßen geschrieben werden,

ϕ̈+
ω2

syn

cosϕs
(sinϕ− sinϕs) = 0 . (8.23)

Multiplikation mit ϕ̇ und Integration liefert

ϕ̇2

2
− ω2

syn
(cosϕ− cosϕs) + (ϕ− ϕs) sinϕs

cosϕs
= const . (8.24)

Diese Gleichung ist bereits die analytische Lösung unseres Problems, da ϕ̇
nach (8.10) bis auf einen Faktor gleich ∆E ist. Die Lösung drückt den funk-
tionalen Zusammenhang zwischen ϕ̇ und ϕ in der Form einer Invarianten aus.
Um zu einer normierten Darstellung zu kommen, führen wir die Konstante
K0 = 2 const/ω2

syn ein und betrachten die Größe ϕ̇/ωsyn als Funktion von ϕ,

(
ϕ̇

ωsyn

)2

− 2
(cosϕ− cosϕs) + (ϕ − ϕs) sinϕs

cosϕs
= K0 . (8.25)

Die Größe ϕ̇/ωsyn ist proportional zur Energieabweichung ∆E. Der Zusam-
menhang mit ∆E ergibt sich aus (8.10),

∆E = −psvsωsyn

hηsωs

(
ϕ̇

ωsyn

)
. (8.26)

Das Vorzeichen wird letztendlich durch das Vorzeichen von ηs bestimmt.
2 Da ϕs konstant ist, gilt d(∆ϕ)/dt = ϕ̇ und d2(∆ϕ)/dt2 = ϕ̈.

�S = �tFor: ⌘ = 0 and for cos'S = 0 no stable solu>ons
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Abb. 8.1. Der Energiegewinn ∆EHF und die Energieabweichung ∆E = E −Es als
Funktion der Phase ϕ für γ < γtr. Der stabile Bereich wird durch die fischähnliche
Separatrix angedeutet. Bei kleiner Schwingungsamplitude bewegen sich die Teilchen
längs einer elliptischen Kurve gegen den Uhrzeigersinn

relevant. Durch die Abstrahlung von Synchrotronlicht kommt es zu einer
Dämpfung der Synchrotronschwingungen, da ∆Erad mit der Teilchenenergie
sehr stark ansteigt. Daher ist die Energieabhängigkeit von ∆Erad in (8.5) ex-
plizit angegeben. Wir vernachlässigen diesen Effekt jedoch in der folgenden
Ableitung. Er wird im Abschn. 10.3 besprochen.

Die Phasenfokussierung ist nur möglich, wenn die Kreisfrequenz ω, mit
der die Teilchen umlaufen, von dem Impuls p abhängt. Sie wird in linearer
Näherung durch den Parameter η erfasst,

∆ω

ω
= η

∆p

p
=
(

1
γ2
− 1
γ2
tr

)
∆p

p
. (8.6)

Die Größe η ist die Dispersion der Teilchenumlauffrequenz. Für γ < γtr

ist η positiv, für γ > γtr ist η negativ. Die Größe γ ist der Lorentzfak-
tor des beschleunigten Teilchens und γtr ist ein charakteristischer Parameter
der ionenoptischen Struktur (siehe Abschn. 6.7.2), der mit dem Momentum-
Compaction-Faktor αp folgendermaßen zusammenhängt,

αp =
1
γ2
tr

. (8.7)

� < �t

�E = E � ES
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Abb. 8.5. Illustration zur Teilchenbewegung in dem Bereich außerhalb der in
Abb. 8.4 gezeigten Separatrix mit ϕs = 150◦ = 2,62 rad = 0,833 π und γ > γtr.
Teilchen mit einer zu großen Energieabweichung ∆E laufen im Uhrzeigersinn um
die Separatrix und verlieren in einer wellenartigen Bewegung kontinuierlich Energie.
In der Darstellung ist ϕ̇/ωsyn als Funktion von ϕ aufgetragen. Die Phase ϕ ist in
dieser Abbildung im Bogenmaß, d. h. in der Einheit rad, angegeben. Die Kurven
sind mithilfe von (8.25) berechnet

Ẇ = −∂H/∂ϕ die zu (8.10) und (8.11) analogen Bewegungsgleichungen

ϕ̇ =
∂H

∂W
=

hηsω2
s

psvs
W , (8.35)

Ẇ = −∂H

∂ϕ
=

qU0

2π
(sinϕ− sinϕs) . (8.36)

Da sich die Größen ηs, ωs, ϕs, ps, vs und U0 mit der Zeit langsam ändern,
ergibt die Bewegung in der (ϕ, W )-Phasenebene für eine volle Synchrotron-
schwingung keine exakt geschlossene Kurve, und es stellt sich die Frage, ob
für eine solche Bewegung überhaupt eine Invariante existiert. Das Boltzmann-
Ehrenfest-Theorem besagt, dass bei einer hinreichend langsamen Variation der
Parameter in der Hamiltonfunktion das Wirkungsintegral über eine Periode
der Synchrotronschwingung invariant ist,

∮
Wdϕ = const . (8.37)

'̇/!syn

� > �t
'S = 150� = 0.833⇡
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Im Rahmen der adiabatischen Näherung nehmen wir an, dass die Para-
meter der Hamiltonfunktion über mehrere Synchrotronoszillationen praktisch
konstant sind. Die Synchrotronschwingung eines Teilchens wird unter dieser
Voraussetzung durch eine in sich geschlossene Kurve in der (ϕ, W )-Ebene dar-
gestellt. Die Kurve ergibt sich aus der Gleichung

H(ϕ, W ) = H0 .

Die Konstante H0 ist zu der in (8.25) eingeführten Konstante K0 proportional.
Sie ist durch den Wert von ∆E0 an der Stelle ϕ = ϕs festgelegt,

H0 =
hηsω2

s

2psvs
W 2

0 =
hηsω2

s

2psvs

(∆E0)2

ω2
s

.

Je größer H0, umso größer ist der Abstand von dem zentralen Punkt (ϕs, Ws),
d. h. umso größer ist die Schwingungsamplitude.

8.6 Longitudinale Koordinaten

Zur Beschreibung der Teilchenbewegung in der longitudinalen Phasenraum-
ebene werden neben ϕ, ∆ϕ, ∆E, ϕ̇/ωsyn und W häufig auch andere Koor-
dinaten verwendet. Wir geben in diesem Abschnitt den Zusammenhang die-
ser Koordinaten mit den Koordinaten ϕ und ∆E an. Anstelle der Phase ϕ
bzw. der Phasenabweichung ∆ϕ = ϕ − ϕs wird die in Abb. 4.4 und Glei-
chung (4.6) eingeführte longitudinale Ortsabweichung l oder auch die Zeitab-
weichung ∆t = t− ts verwendet,

l = − vs

ωHF
∆ϕ = − vs

hωs
∆ϕ = − Cs

h2π
∆ϕ , (8.38)

∆t =
1
ωHF

∆ϕ =
1

hωs
∆ϕ . (8.39)

Wir erinnern in diesem Zusammenhang noch einmal an die Vorzeichenkonven-
tion. Die Größen ∆ϕ und ∆t kennzeichnen die Nacheilung eines Teilchens, die
Größe l kennzeichnet die Voreilung, daher hat l entgegengesetztes Vorzeichen.

Anstelle der Energieabweichung ∆E wird häufig die Impulsabweichung3

∆p und die relative Impulsabweichung δ = ∆p/ps verwendet,

∆p =
1
vs
∆E , (8.40)

∆p

ps
=

1
psvs

∆E . (8.41)

3 Zur Ableitung der Gleichungen benutzen wir die Gleichung E2 = m2c4 + p2c2.
Aus der ersten Ableitung dieser Gleichung folgt E∆E = pc2∆p und ∆E =
(pc2/E)∆p = v∆p. Anstelle der Größe ∆p wird häufig die Größe ∆p/mc =
c∆p/mc2 verwendet, d. h. die Impulsabweichung wird in der Einheit mc ange-
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Je größer H0, umso größer ist der Abstand von dem zentralen Punkt (ϕs, Ws),
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tion. Die Größen ∆ϕ und ∆t kennzeichnen die Nacheilung eines Teilchens, die
Größe l kennzeichnet die Voreilung, daher hat l entgegengesetztes Vorzeichen.

Anstelle der Energieabweichung ∆E wird häufig die Impulsabweichung3
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dinaten verwendet. Wir geben in diesem Abschnitt den Zusammenhang die-
ser Koordinaten mit den Koordinaten ϕ und ∆E an. Anstelle der Phase ϕ
bzw. der Phasenabweichung ∆ϕ = ϕ − ϕs wird die in Abb. 4.4 und Glei-
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chung (4.6) eingeführte longitudinale Ortsabweichung l oder auch die Zeitab-
weichung ∆t = t− ts verwendet,

l = − vs

ωHF
∆ϕ = − vs

hωs
∆ϕ = − Cs

h2π
∆ϕ , (8.38)

∆t =
1
ωHF

∆ϕ =
1

hωs
∆ϕ . (8.39)

Wir erinnern in diesem Zusammenhang noch einmal an die Vorzeichenkonven-
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Die maximal mögliche Phasenabweichung ist durch die Separatrix vorgegeben.
Nach (8.28) erhalten wir

[∆ϕmax]sep = |[ϕ1]sep − ϕs| = |π − 2ϕs| . (8.42)

Dies entspricht einer maximal möglichen longitudinalen Ortsabweichung

[lmax]sep =
Cs

h

|π − 2ϕs|
2π

. (8.43)

Die longitudinale Ortsabweichung ist proportional zum Gesamtumfang Cs des
Beschleunigerringes und umgekehrt proportional zur Harmonischenzahl h. Bei
der Harmonischenzahl h = 1 ist bei ϕs = 0 [lmax]sep = Cs/2. Für die Separa-
trix erhalten wir die maximal mögliche Impulsabweichung mithilfe von (8.31)

[∆pmax]sep =

√∣∣∣∣
psqU0 cosϕs

vs2πhηs

∣∣∣∣
√
|4− (2π − 4ϕs) tanϕs| , (8.44)

[
∆pmax

ps

]

sep

=

√∣∣∣∣
qU0 cosϕs

psvs2πhηs

∣∣∣∣
√
|4− (2π − 4ϕs) tanϕs| . (8.45)

8.7 Die longitudinale Emittanz und Akzeptanz

Für eine Bewegung, die sich aus einer Hamiltonfunktion ableiten lässt, gilt
das Liouville’sche Theorem (siehe Abschn. 10.1). Daher ist die von Teilchen
besetzte Fläche in der (ϕ,∆E)-Phasenraumebene konstant. Wir nennen diese
Fläche normalisierte bzw. invariante longitudinale Emittanz. Wenn die von
Teilchen besetzte Fläche sehr klein ist und näherungsweise durch eine Ellipse
umrandet werden kann, ergibt sich für die normalisierte longitudinale Emit-
tanz En

ϕ = πεnϕ
En
ϕ = πεnϕ = π∆ϕ0∆E0 . (8.46)

Wir markieren die so definierte longitudinale Emittanz mit dem Index ϕ,
da wir als longitudinale Koordinate die Phase ϕ benutzen. Die Größen ∆ϕ0

und ∆E0 sind die maximalen Abweichungen von dem stabilen Fixpunkt, d. h.
der Position des synchronen Teilchens. Bei größeren Schwingungsamplituden
ergibt sich die normalisierte longitudinale Emittanz aus dem Integral

En
ϕ = 2

∫ ϕ2

ϕ1

|∆E|dϕ . (8.47)

Die normalisierte longitudinale Akzeptanz ist durch die Fläche der Separatrix
festgelegt,

An
ϕ = 2

∫ ϕ2sep

ϕ1sep

|∆Esep|dϕ . (8.48)
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Anpassung und Transformation der longitudinalen Phasenellipse

Die longitudinale Phasenellipse des in der Maschine befindlichen Strahles kann
sich deutlich von der longitudinalen Eigenellipse der Maschine unterschei-
den. Eine sprunghafte Änderung der Spannungsamplitude U0 bewirkt z.B.
eine sprunghafte Änderung der longitudinalen Eigenellipse. Die longitudinale
Strahlellipse ist nach einer solchen sprunghaften Änderung der Maschinenpa-
rameter fehlangepasst. Bei kleinen Amplituden dreht sich die Phasenellipse
des Strahles mit der Kreisfrequenz ωsyn der Synchrotronschwingung (siehe
Abb. 8.6). Nach einer Drehung um 90◦ steht die schlanke Phasenellipse auf-
recht. Durch eine zweite sprunghafte Änderung der Spannungsamplitude kann
die longitudinale Eigenellipse an die momentane Form der Strahlellipse ange-
passt werden. Dadurch wird die weitere Drehung der Strahlellipse verhindert.
Die Strahlellipse ist an die neue longitudinale Eigenellipse der Maschine ange-
passt. Durch diese Manipulation ist es möglich, die longitudinale Ausdehnung
der Teilchenpakete zu verändern. Im Fachjargon heißt dies ”Bunchrotation“.

Bei dem ”Bunch-to-Bucket“ Transfer longitudinal gebündelter Teilchen-
strahlen von einem Vorbeschleuniger zu einem nachfolgenden Synchrotron
muss auf die optimale Anpassung zwischen der longitudinale Phasenellipse
des ankommenden Strahls und der longitudinalen Eigenellipse des Synchro-
tons geachtet werden. Bei einer Fehlanpassung kommt es durch Filamentation
zu einer effektiven Vergrößerung der longitudinalen Emittanz.

Eine optimale Anpassung ist allerdings nur bei hinreichend kleinen Pha-
senbreiten möglich. Bei großen Phasenbreiten weicht die durch die sinusförmi-
ge Spannungskurve vorgegebene longitudinale Phasenraumverteilung deutlich
von der Ellipsenform ab. Ein Ausweg bietet die Beimischung von höher Har-
monischen zur Grundschwingung. Dadurch kann der Bereich, in dem die Span-
nungskurve näherungsweise linear ist, deutlich erweitert erweitert werde.

Abb. 8.6. Transformation einer longitudinalen Strahlellipse. Links: Ausgangssitua-
tion mit großer Phasenbreite und kleiner Energiebreite, rechts: Strahlellipse nach
einer 90◦-Rotation mit kleiner Phasenbreite und großer Energiebreite. Die normali-
sierte longitudinale Emittanz bleibt erhalten, εnϕ = ∆ϕ0∆E0 = const
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rameter fehlangepasst. Bei kleinen Amplituden dreht sich die Phasenellipse
des Strahles mit der Kreisfrequenz ωsyn der Synchrotronschwingung (siehe
Abb. 8.6). Nach einer Drehung um 90◦ steht die schlanke Phasenellipse auf-
recht. Durch eine zweite sprunghafte Änderung der Spannungsamplitude kann
die longitudinale Eigenellipse an die momentane Form der Strahlellipse ange-
passt werden. Dadurch wird die weitere Drehung der Strahlellipse verhindert.
Die Strahlellipse ist an die neue longitudinale Eigenellipse der Maschine ange-
passt. Durch diese Manipulation ist es möglich, die longitudinale Ausdehnung
der Teilchenpakete zu verändern. Im Fachjargon heißt dies ”Bunchrotation“.

Bei dem ”Bunch-to-Bucket“ Transfer longitudinal gebündelter Teilchen-
strahlen von einem Vorbeschleuniger zu einem nachfolgenden Synchrotron
muss auf die optimale Anpassung zwischen der longitudinale Phasenellipse
des ankommenden Strahls und der longitudinalen Eigenellipse des Synchro-
tons geachtet werden. Bei einer Fehlanpassung kommt es durch Filamentation
zu einer effektiven Vergrößerung der longitudinalen Emittanz.

Eine optimale Anpassung ist allerdings nur bei hinreichend kleinen Pha-
senbreiten möglich. Bei großen Phasenbreiten weicht die durch die sinusförmi-
ge Spannungskurve vorgegebene longitudinale Phasenraumverteilung deutlich
von der Ellipsenform ab. Ein Ausweg bietet die Beimischung von höher Har-
monischen zur Grundschwingung. Dadurch kann der Bereich, in dem die Span-
nungskurve näherungsweise linear ist, deutlich erweitert erweitert werde.

Abb. 8.6. Transformation einer longitudinalen Strahlellipse. Links: Ausgangssitua-
tion mit großer Phasenbreite und kleiner Energiebreite, rechts: Strahlellipse nach
einer 90◦-Rotation mit kleiner Phasenbreite und großer Energiebreite. Die normali-
sierte longitudinale Emittanz bleibt erhalten, εnϕ = ∆ϕ0∆E0 = const
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8.8 Buncher

Zur HF-Beschleunigung gehört auch die Präparation zeitlich kurzer Teil-
chenpakete aus einem kontinuierlichen Gleichstromstrahl mithilfe eines Bun-
chers. Die Bezeichnung Buncher kommt aus dem Englischen (”bunch“ =
Teilchenpaket). Ein Buncher ist eine HF-Beschleunigungsstrecke, an die im
Idealfall eine hochfrequente Sägezahnspannung angelegt wird. Eine säge-
zahnförmige HF-Spannung wird durch Überlagerung von höher harmonischen
Anteilen zur Grundschwingung mit ωHF erreicht. Damit wird die Energie und
die Geschwindigkeit der Teilchen so moduliert, dass nach einer bestimmten
Laufstrecke L ein zeitlich scharf gebündelter Teilchenstrahl entsteht (siehe
Abb. 8.7). Der formale Zusammenhang ergibt sich aus den folgenden Glei-
chungen. Für die Energiemodulation im Intervall [−THF/2, +THF/2] schrei-
ben wir mit ωHF = 2π/THF

∆E = qU0ωHF∆t . (8.57)

Ein Teilchen, das gegenüber dem Nulldurchgang zur Zeit ∆t ankommt, hat die
longitudinale Ortsabweichung l0 = −v∆t. Die Energieänderung beträgt ∆E.
Für das Sollteilchen gilt ∆t = 0, l0 = 0 und ∆E = 0. Für die relative
Geschwindigkeits- und Impulsänderung erhalten wir

∆v

v
=

∆E

γ2pv
, δ =

∆p

p
=
∆E

pv
. (8.58)

Durch die Geschwindigkeitsmodulation ändert sich in der nachfolgenden Drift-
strecke die longitudinale Ortsabweichung um ∆l. Diese Änderung hängt von

Abb. 8.7. Illustration zum Buncher
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nachfolgende Schlitzblende, alle anderen Teilchen werden gestoppt. Im Prin-
zip genügt bereits ein Chopper zur Präparation von kurzen Teilchenpaketen.
Wegen der fehlenden longitudinalen Fokussierung geht jedoch der größte Teil
des Primärstrahles an den Blenden verloren. Daher wird in der Regel die
Kombination von Buncher und Chopper benutzt.

8.9 Longitudinale Ionenoptik

Die soeben skizzierte longitudinale Ionenoptik kann in völliger Analogie zur
transversalen Ionenoptik formuliert werden. In linearer Näherung betrach-
ten wir die Transformation der Koordinaten (l, δ). Die longitudinale Orts-
abweichung l entspricht z. B. der transversalen Ortsabweichung x, und die
relative Impulsabweichung δ entspricht der Winkelabweichung x′. Eine HF-
Beschleunigungsstrecke wirkt wie eine dünne Linse mit der Brechkraft 1/f ,

(
l
δ

)
=
(

1 0
−1/f 1

)(
l0
δ0

)
, (8.63)

1
f

=
dE

dt

1
pv2

=
qU0ωHF

pv2
. (8.64)

Die Brechkraft 1/f ist proportional zu dE/dt = qU0ωHF. Wenn dE/dt positiv
ist, haben wir eine Sammellinse (”Buncher“), wenn dE/dt negativ ist, haben
wir eine Zerstreuungslinse (”Debuncher“). Eine Driftstrecke der Länge L be-
wirkt die Transformation

(
l
δ

)
=
(

1 L/γ2

0 1

)(
l0
δ0

)
. (8.65)

Damit haben wir sämtliche Elemente, die wir zur Beschreibung der longi-
tudinalen Bahndynamik in linearer Näherung benötigen, d. h. Driftstrecke,
Sammellinse und Zerstreungslinse. Zusammenfassend notieren wir die longi-
tudinale Transfermatrix Rl für Driftstrecke und Buncher:

Driftstrecke

Rl =
(

1 L/γ2

0 1

)
, (8.66)

Buncher

Rl =
(

1 0
−1/f 1

)
. (8.67)

Zur Transfermatrix im Bereich von Ablenkmagneten und elektrostatischen
Beschleunigungsstrecken verweisen wir auf Abschn. 4.5 und 5.7.

dE

dt
> 0 „focusing“ – „buncher“

dE

dt
< 0 „defocusing“ – „debuncher“
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Exercise....

- Longitudinal phase-space ellipse
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Als Beispiel betrachten wir die im letzten Abschnitt diskutierte Präpa-
ration eines longitudinal gebündelten Strahles. Für das System Buncher-
Driftstrecke erhalten wir die folgende einfache Transformation,

(
l
δ

)
=
(

1 L/γ2

0 1

)(
1 0
−1/f 1

)(
l0
δ0

)
. (8.68)

Wir können mit diesem Formalismus nun sehr leicht die Transformation
der Gesamtheit aller Teilchen in einem Teilchenpaket betrachten. Hierzu defi-
nieren wir in völliger Analogie zur transversalen Ionenoptik die Matrix σl zur
Beschreibung der longitudinalen Phasenellipse (siehe Abschn. 4.7 und 4.8).
Die Matrix σl kennzeichnet die entsprechende Untermatrix in (4.135). Wir
erhalten damit die

Longitudinale Phasenellipse

σl =
(
σ55 σ56

σ56 σ66

)
. (8.69)

Zur Transformation der longitudinalen Phasenellipse verwenden wir die
zu (4.118) analoge Matrixgleichung

σl(s) = Rl(s)σl(0)RT
l (s) . (8.70)

Die Transformation kann anschaulich durch Betrachten der Phasenellipse vor
und nach der Transformation verfolgt werden.

Beispiel

Zur Illustration skizzieren wir ein Beispiel. Die Präparation von zeitlich schar-
fen Teilchenpaketen mit einer kleinen longitudinalen Ortsabweichung ent-
spricht der Transformation einer längs l großen und längs δ kleinen Phase-
nellipse in eine längs l kleine und längs δ große Phasenellipse (siehe Abb. 8.9).
Dies wird durch eine optische Anordnung aus Driftstrecke, Sammellinse, Drift-
strecke erreicht. Die Sammellinse hat eine entsprechend große Brechkraft 1/f ,
d. h. kleine Brennweite f . Die Driftstrecken vor und hinter der Sammellinse
haben die gleiche Länge L = γ2f . Die longitudinale Transportmatrix eines
solchen Systems lautet

Rl =
(

0 f
−1/f 0

)
. (8.71)

Die longitudinal Strahlmatrix σl am Start sei

σl(0) =
(

l20 0
0 δ20

)
. (8.72)
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- Transformation of longitudinal phase-space ellipse
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Abb. 9.1. Schema eines elektrostatischen Septums

Abb. 9.2. Schema eines magnetischen Septums. g: Polschuhabstand, t: Septums-
dicke

relativ lang (Größenordnung 1 m). Der Koeffizient der Selbstinduktion ist bei
einer solchen Anordnung so hinreichend klein, dass Schaltzeiten im Bereich
von 50 bis 150 ns möglich werden. Die sehr hohen Strompulse werden dadurch
erzeugt, dass ein Kondensator über ein Thyratron entladen wird. Typische
Induktionsflussdichten von 25 bis 50 mT werden mit Schaltpulsen von 40 bis
80 kV und 2000 bis 5000 A erreicht. Hierbei wird die Pulsleistung über eine
abgeschlossene Koaxialleitung zu dem Kicker hingeführt. Höhere Induktions-
flussdichten erreicht man mit dem sogenannten Ferrit-Kicker. Ein Ferritkicker
ist ein Kickermagnet, bei dem Joch und Polschuh aus Ferriten besteht.

9.2 Injektion und Extraktion beim Isochronzyklotron

Bei einem Isochronzyklotron mit kompakten Magneten verwendet man ent-
weder eine interne Ionenquelle, oder der Strahl wird in einer externen Ionen-
quelle produziert. Dies trifft vor allem bei polarisierten Strahlen und hoch-
geladenen Schwerionenstrahlen zu. Der extern produzierte Ionenstrahl wird
axial über eine elektrostatische Ablenkeinheit in die Maschinenmitte ein-
gelenkt. Bei dem Bonner und Jülicher Isochronzyklotron ist z.B. der De-
flektor entsprechend der Hyperboloidform der Teilchenbahn beim Eintritt
in das starke axiale Magnetfeld des Zyklotrons als Hyperboloidinflektor ge-
formt.

Electrosta>c septum
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Magnetic septum
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Injektion und Extraktion

9.1 Elektrostatisches und magnetisches Septum

Zur Injektion und Extraktion von Teilchenstrahlen in Kreisbeschleunigern
werden elektrostatische und magnetische Ablenkeinheiten verwendet, die man
wegen der notwendig schmalen Scheidewand zwischen dem Feldraum und
dem feldfreien Raum Septum nennt. Die Abb. 9.1 und 9.2 zeigen schema-
tisch den Aufbau eines elektrostatischen Septums und eines Septummagneten.
Mit dem elektrostatischen Septum erhält man besonders kleine Septumschat-
ten, die Septumschneide besteht meistens aus dünnem Wolfram-Blech (Dicke
ca. 0,1 mm) oder im Extremfall aus dünnen Wolfram-Drähten. Elektrische
Feldstärken bis zu 10 MV/m und Induktionsflussdichten bis zu 1 T sind ty-
pische obere Grenzen des elektrostatischen bzw. magnetischen Septums. Zwi-
schen dem Ablenkwinkel Θ und den Feldern besteht folgende Relation,

Θ =
q|E|L

pv
=

|E|L
(Bρ)v

, (9.1)

Θ =
|B|L
(Bρ)

. (9.2)

Hierbei ist L die effektive Länge und v = βc die Teilchengeschwindigkeit. Die
typischen Ablenkwinkel liegen in der Größenordnung von 1 bis 10 mrad. Das
Hauptproblem bei dem magnetischen Septum ist die hohe Stromdichte der
Spule im Bereich der Septumschneide. Bei wassergekühlten Cu-Spulen mit ei-
ner Septumsdicke t = 10 mm erreicht man Stromdichten von j ≤ 80 A/mm2

und Induktionsflussdichten von B ≤ 1 T. Bei Cu-Spulen mit einer Septums-
dicke t = 2 mm und Kühlung durch Wärmeleitung erreicht man Stromdichten
von j ≤ 10 A/mm2 und Induktionsflussdichten von B ≤ 25 mT. Im gepulsten
Betrieb kann man bis zu 2 T erreichen.

Wenn extrem kurze Schaltzeiten für die Strahlablenkung erforderlich sind,
verwendet man Kickermagnete. Ein Kickermagnet ist eine eisenlose Spule,
die aus vier symmetrisch zur Sollachse angeordneten dicken Kupferkabeln be-
steht. Um eine nennenswerte Ablenkung zu erreichen, sind die Kickermagnete
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E~10 MV/m
d~0.1 mm

t~10 mm
B~1T (pulsed mode: B<2 T)
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Electrostatic septum SPS, CERN Electrostatic septum PS, CERN (towards SPS)



Lecture 9

15. Injection & Extraction

Magnetic septum



Lecture 9

15. Injection & Extraction



Lecture 9

15. Injection & Extraction

Injec>on

Kickermagnete sind spezielle Dipolmagnete und müssen je nach 
Aufgabe, innerhalb von 0.0000001 Sekunden das 
Ablenkmagnetfeld erzeugen
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Extraction
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Amplitude of betatron oscillations!!!

Fast-extrac>on

Slow-extraction?

Sextupole errors
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Extraction
Injection

- Single-turn injection - Single-turn extrac>on
- Multi-turn injection

(stacking)
- Slow resonant extraction

(3Qx resonance)

- Charge exchange injection - „Super-slow“ extraction (ESR)
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Acceleration
synchrotron principle
phase focusing
transition energy
momentum compaction factor
synchrotron oscillations
separatix
longitudinal acceptance/emittance

Injection & Extraction
Septa magnets
Kicker magnets
Slow/fast injection/extraction
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Abb. 8.1. Der Energiegewinn ∆EHF und die Energieabweichung ∆E = E −Es als
Funktion der Phase ϕ für γ < γtr. Der stabile Bereich wird durch die fischähnliche
Separatrix angedeutet. Bei kleiner Schwingungsamplitude bewegen sich die Teilchen
längs einer elliptischen Kurve gegen den Uhrzeigersinn

relevant. Durch die Abstrahlung von Synchrotronlicht kommt es zu einer
Dämpfung der Synchrotronschwingungen, da ∆Erad mit der Teilchenenergie
sehr stark ansteigt. Daher ist die Energieabhängigkeit von ∆Erad in (8.5) ex-
plizit angegeben. Wir vernachlässigen diesen Effekt jedoch in der folgenden
Ableitung. Er wird im Abschn. 10.3 besprochen.

Die Phasenfokussierung ist nur möglich, wenn die Kreisfrequenz ω, mit
der die Teilchen umlaufen, von dem Impuls p abhängt. Sie wird in linearer
Näherung durch den Parameter η erfasst,

∆ω

ω
= η

∆p

p
=
(

1
γ2
− 1
γ2
tr

)
∆p

p
. (8.6)

Die Größe η ist die Dispersion der Teilchenumlauffrequenz. Für γ < γtr

ist η positiv, für γ > γtr ist η negativ. Die Größe γ ist der Lorentzfak-
tor des beschleunigten Teilchens und γtr ist ein charakteristischer Parameter
der ionenoptischen Struktur (siehe Abschn. 6.7.2), der mit dem Momentum-
Compaction-Faktor αp folgendermaßen zusammenhängt,

αp =
1
γ2
tr

. (8.7)
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Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung aufChromaticity
Chromaticity correction


