
Lecture 8

Yuri A. Litvinov
y.litvinov@gsi.de

Introduction to Accelerator Physics

Heidelberg WS 2022/23
Physikalisches Institut der Universität Heidelberg 



Lecture 8

Lecture Dates
h"ps://uebungen.physik.uni-heidelberg.de/vorlesung/20222/1611/lecture
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19.10.2022 Introduction and basic definitions

26.10.2022 Accelerating structures

02.11.2022 Accelerator Components

09.11.2022 Optics with magnets (1)

16.11.2022 Optics with magnets (2)

23.11.2022 Equations of motion

30.11.2022 Phase ellipses and magneto-optical system / Transverse beam dynamics

07.12.2022 Transverse beam dynamics, beam stability / Longitudinal beam dynamics

14.12.2023 Longitudinal beam dynamics and a summary

11.01.2023 Phase space and beam cooling (Invitation)

18.01.2023 Space charge and beam-beam dynamics

25.01.2023 Physics at Storage Rings and Colliders

01.02.2023 New accelerator technologies and final summary

08.02.2023 Student seminar

15.02.2023 Visit GSI

22.02.2023 reserve
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Lecture 8

Summary of the lecture

Ion-optical systems

Single Quadrupole
Quadrupole doublet
Quadrupole triplet
Telescopic images
Monochromator
Achromatic systems
-- Velocity filter --

Transverse beam dynamics

Hill‘s equations
Twiss matrix
Twiss parameters
Betatron functions
Phase advance
Machine tunes

188 4 Ionenoptik mit Magneten

Abb. 4.30. Teleskopische (1 : −1)-Abbildung. Eine aufrechte Phasenellipse am
Eingang wird in eine aufrechte Phasenellipse am Ausgang abgebildet

Grenzen verschieben zu können. Wenn man bei einem (−I)-Teleskop am An-
fang die Driftstrecke L1 = L und am Ende die entsprechend negative Drift-
strecke L2 = −L hinzufügt, erhält man wieder ein (−I)-Teleskop,

Rx =
(

1 −L
0 1

)(
−1 0
0 −1

)(
1 L
0 1

)
=
(
−1 0
0 −1

)
.

Bei einem Teleskop mit dem Abbildungsmaßstab M gilt die Bedingung

L2 = −M2L1 . (4.210)

Die Addition und Subtraktion von Driftstrecken ist natürlich nur möglich,
solange Start- und Endpunkt des resultierenden Systems noch außerhalb der
magnetischen Elemente liegen.

Im Folgenden werden einige Beispiele für die Realisierung von telesko-
pischen Systemen mit magnetischen Quadrupolen gegeben. Wir nennen ein
System doppeltteleskopisch, wenn die teleskopischen Abbildungsbedingungen
sowohl für die x- wie für die y-Ebene gelten. Wenn die teleskopischen Abbil-
dungsbedingungen nur für eine der beiden Ebenen gilt, nennen wir das System
einfachteleskopisch.

Doppeltteleskopische Abbildung mit zwei symmetrischen
Quadrupoltriplettlinsen

Die Kombination von zwei symmetrischen Quadrupoltriplettlinsen ist eine der
Möglichkeiten, um eine doppeltteleskopische Abbildung zu realisieren. Das
Schema ist in Abb. 4.31 angedeutet. Die Quadrupole des symmetrischen Tri-
pletts werden so erregt, dass die beiden Brennebenen Fx und Fy jeweils zu-
sammenfallen. Wenn, wie in Abb. 4.31 angedeutet, zwei identische Tripletts
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Fig. 13. (Color) (left) Schematic view of the experimental storage ring ESR at GSI-Darmstadt. Highly charged ions are injected into the ESR directly
from the heavy-ion synchrotron (SIS) or after fragmentation and separation in the fragment separator (FRS). The ring consists of six 60◦ dipole
magnets and six quadrupole triplets and doublets, respectively, to keep the ions on their ideal trajectory. Also shown are the basic components
along with the diagnostic and experimental elements. On the right is an inset showing the Betatron oscillation superposed on the ideal trajectory
(“Sollbahn”).

The proportional factor includes the relativistic relation between the momentum and velocity of a particle (1/!2 with

! = 1/

√
1 − "2 the relativistic Lorentz factor and c the velocity of light), and the relation between momentum and

trajectory change (1/!2
t ) [153]. !t is referred to as the transition-! and defined by df/dpP|!=!t = 0. That is to say, for

! = !t a change in energy or momentum does not cause a change in frequency. For ! < !t an increasing momentum
causes a frequency increase. The principles of mass measurements in a storage ring will be described in Section 4.4.
The longitudinal momentum spread !pP/pP is determined by the equilibrium between the cooling force of the applied
cooling technique (see Section 4.3) on the one hand and counteracting heating effects such as intra-beam scattering on
the other hand. By means of electron cooling, momentum spreads !pP/pP !1 × 10−6 are routinely achieved at the
ESR for low intensity ion beams [154].

The acceptance of storage-cooler rings is, for a typical energy of 300 MeV/u, restricted to about 10 to 30#-mm-mrad
for both the horizontal and vertical emittance. Since a mass-to-charge band m/q of typically ±1% can be stored, heavier
ions with the same mass m, but different charge states q, can circulate simultaneously in a storage ring.

4. Ion manipulation and mass measurement techniques

Accumulation, storing, and cooling techniques play an increasingly important role in many areas of science. This is
reflected by the awards of Nobel prizes within the last two decades to more than ten pioneers of particle, ion, or atom
cooling. In this chapter the main ion manipulation, cooling, and frequency determination techniques in ion traps for
mass measurements will be discussed.

<latexit sha1_base64="N6x0BGZgXzLS1ayCoMdc8NLInWM=">AAACCnicbZDLSsNAFIYn9VbjLerSTbQIdVMSUXRZdOOygr1AE8rJdNIOnZmEmYlQQtdufBU3LhRx6xO4821M2gja+sPAx3/O4cz5g5hRpR3nyygtLa+srpXXzY3Nre0da3evpaJEYtLEEYtkJwBFGBWkqalmpBNLAjxgpB2MrvN6+55IRSNxp8cx8TkMBA0pBp1ZPevQC4iGqjrxPNMDFg9/eACc52z2rIpTc6ayF8EtoIIKNXrWp9ePcMKJ0JiBUl3XibWfgtQUMzIxvUSRGPAIBqSboQBOlJ9OT5nYx5nTt8NIZk9oe+r+nkiBKzXmQdbJQQ/VfC03/6t1Ex1e+ikVcaKJwLNFYcJsHdl5LnafSoI1G2cAWNLsrzYeggSss/TyENz5kxehdVpzz2vO7VmlflXEUUYH6AhVkYsuUB3doAZqIowe0BN6Qa/Go/FsvBnvs9aSUczsoz8yPr4BBM+YjA==</latexit>
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11. Transverse Beam Dynamics
- Twiss parameters

Since Matrix M depends on the starting values, Twiss parameters are functions of s
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µ – independent of s, machine parameter defined by matrix M to 2p
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11. Transverse Beam Dynamics
11.3 SoluZon of Hill‘s equaZons
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y00 + ky(s)y = 0
(6.24) in Hinterberger
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y(s) = a
p
�(s) cos[ (s) + 0] 2
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a,  0 are defined for each particle, which are the amplitude and
the phase of oscillations, respectively
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a
p
�(s) Variable amplitude along
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d 

ds
=

1

�(s)
Variable wave number (                                       - wavelength)
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�(s) = 2⇡�(s)
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11. Transverse Beam Dynamics
11.4 Phase shi^ / phase advance

<latexit sha1_base64="T9YNoUdi/+J2A1qaRFD2WV9cyEA="></latexit>
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s

ds̄
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I
ds̄

�(s̄)

Number of betatron oscillations per revolution, betatron tune
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11. Transverse Beam Dynamics
11.4 Phase shift / phase advance
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11. Transverse Beam Dynamics
11.4 Phase shift / phase advance
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µ – independent of s, machine parameter defined by matrix M to 2p
Phase advance of b(s) per revolution
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Fig. 13. (Color) (left) Schematic view of the experimental storage ring ESR at GSI-Darmstadt. Highly charged ions are injected into the ESR directly
from the heavy-ion synchrotron (SIS) or after fragmentation and separation in the fragment separator (FRS). The ring consists of six 60◦ dipole
magnets and six quadrupole triplets and doublets, respectively, to keep the ions on their ideal trajectory. Also shown are the basic components
along with the diagnostic and experimental elements. On the right is an inset showing the Betatron oscillation superposed on the ideal trajectory
(“Sollbahn”).

The proportional factor includes the relativistic relation between the momentum and velocity of a particle (1/!2 with

! = 1/

√
1 − "2 the relativistic Lorentz factor and c the velocity of light), and the relation between momentum and

trajectory change (1/!2
t ) [153]. !t is referred to as the transition-! and defined by df/dpP|!=!t = 0. That is to say, for

! = !t a change in energy or momentum does not cause a change in frequency. For ! < !t an increasing momentum
causes a frequency increase. The principles of mass measurements in a storage ring will be described in Section 4.4.
The longitudinal momentum spread !pP/pP is determined by the equilibrium between the cooling force of the applied
cooling technique (see Section 4.3) on the one hand and counteracting heating effects such as intra-beam scattering on
the other hand. By means of electron cooling, momentum spreads !pP/pP !1 × 10−6 are routinely achieved at the
ESR for low intensity ion beams [154].

The acceptance of storage-cooler rings is, for a typical energy of 300 MeV/u, restricted to about 10 to 30#-mm-mrad
for both the horizontal and vertical emittance. Since a mass-to-charge band m/q of typically ±1% can be stored, heavier
ions with the same mass m, but different charge states q, can circulate simultaneously in a storage ring.

4. Ion manipulation and mass measurement techniques

Accumulation, storing, and cooling techniques play an increasingly important role in many areas of science. This is
reflected by the awards of Nobel prizes within the last two decades to more than ten pioneers of particle, ion, or atom
cooling. In this chapter the main ion manipulation, cooling, and frequency determination techniques in ion traps for
mass measurements will be discussed.
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Particle moves always on the same orbit

!!! RESONANCE !!!

Disturbances will be multiplied
!!! Instability !!!

DY
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Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

Machine Ellipse

Area
E = ⇡a2 = ⇡✏ = const

y2

�
+

(↵y + �y0)2

�
= a2 = ✏

�y2 + 2↵yy0 + �y02 = a2 = ✏



Lecture 8

11. Transverse Beam Dynamics

11.5 Courant-Snyder Invariant

6.5 Courant-Snyder-Invariante und Maschinenellipse 251

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

y′ (mrad)

y (mm)

•

•y′
cor = −α

q
ε
β

•
ymax =

√
εβ

•
yint =

p
ε/γ

•

•
ycor = −α

p
ε/γ

•y′
max =

√
εγ

•y′
int =

p
ε/β

Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

1. A parHcle with coordinates (y,y‘) propagates along a 
changing ellipse

2. The area of the ellipse is constant and is defined by a
3. The shape of the ellipse is defined by the machine itself
via a(s), b(s), g(s) functions (machine ellipse)

4. Plotting (y,y‘) after each revolution gives an ellipse

5. All particles with smaller a are enclosed in the ellipse

6.5 Courant-Snyder-Invariante und Maschinenellipse 253

Akzeptanz

Bei einer vorgegebenen Maschine sind die Enveloppen durch die Wände der
Vakuumkammern oder andere Hindernisse begrenzt. Häufig wird die Begren-
zung mithilfe eines Strahlabschälers (”beam scraper“) definiert eingestellt.
An dem Engpass sei die maximal mögliche Strahlausdehnung ysc, und die
Betatronfunktion habe den Wert βsc. Damit erhalten wir εmax und die ma-
ximal mögliche Strahlemittanz, d. h. die Akzeptanz bzw. Admittanz A der
Maschine,

εmax =
y2
sc

βsc
, A = πεmax . (6.41)

Wenn wir εmax in (6.39) einsetzen, erhalten wir die maximal mögliche Strah-
lenveloppe. Analoge Gleichungen gelten für die (x, x′)-Phasenebene.

6.5.2 Floquet’sche Transformation, Kreisdiagramm

Durch eine einfache lineare Transformation kann man die durch (α,β, γ) de-
finierte Ellipse in der Form eines Kreises darstellen (siehe Abb. 6.3). Gleich-
zeitig wird der Laufparameter s durch den Betatronphasenvorschub ψ(s) er-
setzt. Das resultierende Kreisdiagramm ist sehr hilfreich zur Diskussion von
Teilchenbewegungen in der Phasenraumebene. Die Transformation wird auch
zur quantitativen Analyse von Störfeldeffekten und Resonanzen benötigt.
Die Gleichung (6.33) legt die Definition der linearen Transformation nahe.
Die Transformation ist durch die folgenden Zuordnungen und Gleichungen
festgelegt,

s←→ ψ(s) mit
dψ
ds

=
1

β(s)
,

Abb. 6.3. a) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der Form einer Phase-
nellipse in der (y, y′)-Ebene. b) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der
Form eines Kreises im Kreisdiagramm (η, η′) = (η, dη/dψ). Die Punkte 1,2, . . . , 5
markieren ein einzelnes Teilchen nach 1, 2, . . . , 5 Umläufen

RevoluHon number
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11.6 Beam ellipse & machine ellipse

Machine ellipse

Defined by the machine
(lattice, ion-optical settings, 
apertures)

Beam ellipse

Can be very different from
machine ellipse (e.g. 
injection)

Matching
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8. Beam Properties

Density distribuZon in (x,x‘) plane                    can typically presented with an ellipse
<latexit sha1_base64="JBOsfywWveHB+swzhcqktVV1WdA=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaxgpRdUfRY9OKxgv3AdinZNNuGZpMlyUrL0n/hxYMiXv033vw3pu0etPpg4PHeDDPzgpgzbVz3y8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29hpaJIrROJJeqFWBNORO0bpjhtBUriqOA02YwvJn6zUeqNJPi3oxj6ke4L1jICDZWeuiogSyPTkfHJ91iya24M6C/xMtICTLUusXPTk+SJKLCEI61bntubPwUK8MIp5NCJ9E0xmSI+7RtqcAR1X46u3iCjqzSQ6FUtoRBM/XnRIojrcdRYDsjbAZ60ZuK/3ntxIRXfspEnBgqyHxRmHBkJJq+j3pMUWL42BJMFLO3IjLAChNjQyrYELzFl/+SxlnFu6i4d+el6nUWRx4O4BDK4MElVOEWalAHAgKe4AVeHe08O2/O+7w152Qz+/ALzsc3cTaQGw==</latexit>

⇢(x, x0)

Phase ellipse

<latexit sha1_base64="+vF5YIta7Quq3XoOUeRwAtLS+zE="></latexit>

�x =

✓
�11 �12

�21 �22

◆
=

✓
�11 �12

�12 �22

◆
<latexit sha1_base64="7BNGVeHNetDznsL6Q4qwatHrSn4=">AAACAXicbZDLSsNAFIYn9VbrLepGcDNYBFclKYpuhKIblxXsBdoQJtNJO3RmEmYmQglx46u4caGIW9/CnW/jpI2grT8MfPznHM6cP4gZVdpxvqzS0vLK6lp5vbKxubW9Y+/utVWUSExaOGKR7AZIEUYFaWmqGenGkiAeMNIJxtd5vXNPpKKRuNOTmHgcDQUNKUbaWL590Fd0yJGfuvXs8ofrblbx7apTc6aCi+AWUAWFmr792R9EOOFEaMyQUj3XibWXIqkpZiSr9BNFYoTHaEh6BgXiRHnp9IIMHhtnAMNImic0nLq/J1LElZrwwHRypEdqvpab/9V6iQ4vvJSKONFE4NmiMGFQRzCPAw6oJFiziQGEJTV/hXiEJMLahJaH4M6fvAjtes09qzm3p9XGVRFHGRyCI3ACXHAOGuAGNEELYPAAnsALeLUerWfrzXqftZasYmYf/JH18Q1oH5Y0</latexit>�12 = �21
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det(�x) > 0

Phase ellipse:
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)

Vector from origin to ellipse boundary

<latexit sha1_base64="Z/oMwI8lg81ivggbdtwt3X1fzAs=">AAACDHicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIsoCGWmKLoRim5cVrAPaMeSSTNtaCYzJBmxDP0AN/6KGxeKuPUD3Pk3ZtpZaOuBXE7OPZfkHi/iTGnb/rZyC4tLyyv51cLa+sbmVnF7p6HCWBJaJyEPZcvDinImaF0zzWkrkhQHHqdNb3iV9pv3VCoWils9iqgb4L5gPiNYG6lbLHV8iUnycFcZJ9iU4+x+mAqeKRdOwbjssj0BmidORkqQodYtfnV6IYkDKjThWKm2Y0faTbDUjHA6LnRiRSNMhrhP24YKHFDlJpNlxujAKD3kh9IcodFE/T2R4ECpUeAZZ4D1QM32UvG/XjvW/rmbMBHFmgoyfciPOdIhSpNBPSYp0XxkCCaSmb8iMsAmDW3yS0NwZleeJ41K2Tkt2zcnpeplFkce9mAfjsCBM6jCNdSgDgQe4Rle4c16sl6sd+tjas1Z2cwu/IH1+QOA/pqa</latexit>

x2

a2
+

x02

b2
= 1

1

i_
_
._

L_
J

--
L
- 

".
"^

_.
,_

.._
.,

_ 
._

",
"L

.
~+

~-
v.r

^
ä
<

~
t-

r-
--

4
-1

--
..

^

\

"
(
l-

-L
__

L_
l.

_l fr
-n

-^
'

41
[tt U

._
L

ra

x

-4
--

.

-4
_
-L

ü4
44

S-
|n

5
5

S
H

5
jiT

rc
rT

Q
.r

!
"-L

ll-
4-

44
-

-
"
W

T
-
~

r

it
-
t-

t^
-

t^
tr

-1
^t

'~
'^

t-
,.!

-L
l:
j.
-i
X

L
U

.-
J
--

ä
J
-

J
-_

J
_

1
..

'?-

L
K

L
M

J
^

-i
-^

-'

J
_

_
.1

,._
_

_
^

-r
>

?
-.

^J
_.

.J
-1

_
J

fr
-N̂

:i
tä

X
tg

ü
£

-^
__

~
^_

,^
 \^

>^
.

^
^
L

^
J
_

_
ü

±
-^

U
J
I-

±
±
-u

iJ
^
±

L
-
J
-
^
~

 T
^
-^

,
-
^
.
.

^.
^
. 
^

4-
4-

-
^
4
fH

--
r

W
-T

^-
4
^M

-
^s

q
%

ti
l '

t!
 

J 
^
 
^
 '
l 
^

J
_
_
L
_
_
 

-<
 

A
. 

i 
ri
. 
i

^
-
^
 ]

^
^
1

4
-^

.s
U

m
?
u

n 
i 
,

M
ll
t:

r@
^i

-
iv

--
 ^

.S
l

H
?

rf
^

4
-
-
^
!
-

-T
^r

-r
-1

1~
frr

-r
7
-n

^l
-

4-.
_

J-
^4

_
L

^L
_

j_
^_

^ 
_

^
}|

i 
! ^

 !
' 

! ^
1 

L
^^

^^
-T

^x
'

--
^
-^

--
T

^
l-

M
ü
&

ff
R

Jj
üf

cH
:

ff
iC

T
T

L
:

U
J
-

13
%

3S
S

£:
3

^

i~
T

tH
M

iv

L
_
^^

L
.

M

-
t

L}
--4

-.4
..
-J

-^
_

^i
ix

nZ
Lj

?L
lE

l'K
>

|-
->

r ^L̂

.
1\J

rn
>4

±
K

fc
i±

ti(
te

§
1i 

T

><
H

- 
i!

-^
-.
L

-4
-M

-^
m

^
-^

.
_.

__
L.

...
^.

..

_
!-

U
Ü

-
U

Z
D

J
T

I
l 

jF\
J.
T

;
F

~
±
 
±

-J
-L

'V

_
4

-1
_

4
-_

4
- r-
r^

-

-^
-T

-

LH
11

-:S
_L

 
N

.
-T

--
^t

-

-
A

I
-
-
-
t

^
-r

r-
-

L
_

L
_

L
L

_
L

-^
L_

.L
:

m
^
u

j

W
l

J
-4

-J
-.

l-
J
iJ

.j

y
~

r^
r

' 
^
S

 
' 

! 
'^

1
 

i 
i 

c\!
; 

i' 
i 

1^
1

s
n
d
A

d
^
ir
ii

M
;

-T
^

L
.L

J
_
."

L
Ö

B
-L

U
.

H
-^

T
-H

-M
^

s/
L

4
--

4
^-

J-
F

v-
lX

U
^"

iT
'-
-T

-t
6

^-
T

7
1

-l
L
_
^
-4

^
->

y
-^

-i
-i

1
T

S
T

_
_
-;

_
-.
-
;
-
.

J-
!

^
S

tt^
t

-n
-"

--
h

 
^
H

'p
^
-

-
 
^
 -

N
-H

-4
^
-

L_
_l

_ 
_J

_.
_

-l
-U

-L
^
s
v



Lecture 8

11. Transverse Beam Dynamics
11.6 Beam ellipse & machine ellipse

6.5 Courant-Snyder-Invariante und Maschinenellipse 251

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

y′ (mrad)

y (mm)

•

•y′
cor = −α

q
ε
β

•
ymax =

√
εβ

•
yint =

p
ε/γ

•

•
ycor = −α

p
ε/γ

•y′
max =

√
εγ

•y′
int =

p
ε/β

Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf
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in der Abb. 4.17 angedeutet. Die maximale Ausdehnung in x- und x′-Richtung
ergibt sich aus

xmax =
√
σ11 , x′

max =
√
σ22 . (4.107)

Das Matrixelement σ12 ist ein Maß für die Korrelation zwischen Ortsabwei-
chung x und Winkelabweichung x′ im Strahl. Man definiert daher auch den
dimensionslosen Korrelationsparameter r12

r12 =
σ12√
σ11σ22

. (4.108)

Für den Korrelationsparameter r12 gilt

−1 ≤ r12 ≤ +1 . (4.109)

Zwei weitere nützliche Größen sind xcor und x′
cor,

xcor = r12
√
σ11 , x′

cor = r12
√
σ22 .
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Abb. 4.17. Phasenellipse
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die x- bzw. y-Achse ergibt angenähert eine eindimensionale Gaußverteilung.
Die resultierende Intensitätsverteilung ist das sogenannte Strahlprofil (sie-
he Abb. 4.19). Das Strahlprofil kann leicht gemessen werden. Da es bei die-
sen Verteilungen keinen scharfen Rand gibt, definieren wir die Größe εx und
die Emittanz πεx mithilfe der leicht messbaren Standardabweichung σx des
Strahlprofils. Wie bereits in Abschn. 4.7.2 festgestellt, gibt es unterschiedliche
Festlegungen für die Größe εx und die Emittanz πεx. Je nachdem, ob wir eine,
zwei oder drei Standardabweichungen zugrunde legen, erhalten wir

√
ε1σx βx = σx ,

√
ε2σx βx = 2σx ,

√
ε3σx βx = 3σx . (6.36)

Bei Elektronenmaschinen wird meistens ε1σ verwendet, bei Protonenmaschi-
nen ε2σ. Analoge Gleichungen gelten für die (y, y′)-Phasenebene.

RMS-Emittanz

Die 1σ-Emittanz wird auch RMS-Emittanz (RMS = ”Root Mean Square“)
genannt. Für die (x, x′)- und (y, y′)-Ebene lautet die Definition

ε1σx =
√
〈x2〉 〈x′2〉 − 〈xx′〉2 , ε1σy =

√
〈y2〉 〈y′2〉 − 〈yy′〉2 . (6.37)

Man kann die RMS-Emittanz für einen an die Maschinenellipse angepassten
Strahl auch mithilfe der Courant-Snyder Invarianten definieren. Für ein En-
semble von N Teilchen ist die RMS-Emittanz ε1σx bzw. ε1σy als der Mittelwert
aller Einteilchen-Invarianten εx,i bzw. εy,i (siehe (6.34)) definiert,

ε1σx =
1
N

∑

i

εx,i =
1
N

∑

i

γxx2
i + 2αxxix

′
i + βxxi

′2 ,

ε1σy =
1
N

∑

i

εy,i =
1
N

∑

i

γyy2
i + 2αyyiy

′
i + βyyi

′2 .
(6.38)

Strahlenveloppe

Die resultierende Strahlenveloppe (Strahleinhüllende) erhalten wir unmittel-
bar aus dem Verlauf der Betatronfunktion β(s) (siehe auch Abb. 6.7). Wir
notieren die sehr einfache, aber extrem wichtige und nützliche Gleichung zur
Berechnung der Strahlenveloppen eines angepassten Strahles

ymax(s) =
√
ε
√
β(s) . (6.39)

Ganz analog erhalten wir für die maximale Richtungsabweichung

y′
max(s) =

√
ε
√
γ(s) . (6.40)

Die Größen ymax und y′
max entsprechen natürlich wieder je nach Definition

der Emittanz einer, zwei oder drei Standardabweichungen des entsprechenden
Strahlprofils. Wenn man die auf eine Standardabweichuing bezogene RMS-
Emittanz einsetzt, ergeben sich die sogenannten RMS-Enveloppen.
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Berechnung der Strahlenveloppen eines angepassten Strahles

ymax(s) =
√
ε
√
β(s) . (6.39)

Ganz analog erhalten wir für die maximale Richtungsabweichung

y′
max(s) =

√
ε
√
γ(s) . (6.40)
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Definition:

Expressed in Twiss parameteres
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Abb. 4.18. Dichteverteilung in der Form einer zweidimensionalen Gaußverteilung.
Hier ist die Dichte als Funktion der Ortsabweichung x und der Richtungsabweichung
x′ aufgetragen

Gaußverteilung 39,3% der gesamten Intensität. Die umschlossene Fläche ist
die 1σ-Emittanz mit

ε1σx = εx =
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 4

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−4/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht zwei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen
Gaußverteilung 86,5% der gesamten Intensität. Die 2σ-Emittanz ist gegenüber
der 1σ-Emittanz um den Faktor vier größer. Die umschlossene Fläche ist die
2σ-Emittanz mit

ε2σx = 4 ε1σx = 4
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 9

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−9/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht drei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen

Machine parameters
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von −∞ bis +∞ erstreckt, der Teilchenstrahl jedoch nach außen durch das
Strahlrohr scharf begrenzt ist.

Innerhalb des Strahlrohres wird der eigentliche Strahl häufig noch durch
einen Halo von gestreuten Teilchen sehr niedriger Intensität umgeben. Der
Halo hat in der Regel eine Dichteverteilung, die von der Gaußverteilung des
eigentlichen Strahls deutlich abweicht, d. h. für Orts- und Richtungsabwei-
chungen, die größer als drei Standardabweichungen sind, macht sich ein Un-
tergrund von Teilchen bemerkbar, der meistens deutlich größer ist als das,
was man nach Gleichung (4.116) erwartet.

4.7.4 Strahlenveloppen

Wenn man nun das Strahlprofil in einem Strahlführungssystem an verschie-
denen Stellen misst und die charakteristische Strahlbreite

xmax(s) =
√
σ11(s) (4.117)

als Funktion von s aufträgt, erhält man die Strahleinhüllende oder Strahlen-
veloppe. Die Strahlenveloppe ist eine direkte und anschauliche Darstellung
des Strahls, d. h. der Gesamtheit aller Strahlteilchen. Wenn man für

√
σ11

eine Standardabweichung zugrundelegt, ergeben sich die sogenannten RMS-
Enveloppen. In der Abb. 4.20 ist zur Illustration die Enveloppe in der Umge-
bung einer Strahltaille (englisch ”beam waist“) in einem Driftstreckenbereich
skizziert. Vor der Taille ist der Strahl konvergent, er konvergiert auf die engste
Einschnürung. Nach der Taille ist der Strahl divergent. Die Phasenellipse vor
der Taille ist durch eine negative Korrelation r12 zwischen der Ortsabwei-
chung x und der Richtungsabweichung x′ gekennzeichnet. Entsprechend ist
die Korrelation r12 nach der Taille positiv. Die Enveloppe ist die Darstellung
von √σ11(s).

4.7.5 Transformation der Phasenellipsen

Wir kommen nun zu dem Problem, wie ändern sich die Phasenellipsen und
Dichteverteilungen des Strahles beim Durchgang durch ein Strahlführungssys-
tem? Hierzu betrachten wir die Transformation der Strahlmatrizen σx bzw. σy .

Abb. 4.20. Strahlenveloppe in der Umgebung einer Strahltaille

11.8 Beam envelope (RMS envelope)
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xmax(s) =
p
�11(s)

Beam waist („Strahltaille“) / focus
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r12 > 0

xmax(s) =
p
✏
p
�(s)

x0
max(s) =

p
✏
p
�(s)
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11.9 Machine Acceptance

11. Transverse Beam Dynamics

Maximum beam emi\ance which can be transmi\ed through the machine

✏max =
x2
max

�

A = ⇡✏maxAcceptance/Admittance
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11. Transverse Beam Dynamics
11.8 Machine ellipse

Ellipses defined by a, b, g functions are nothing else than eigenellipses
se of matrix M at easch s!
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Eigenellipses are defined at each s via Twiss matrix

256 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

Durch die Twiss-Matrix M(s) = R(s, s + C) ist die Eigenellipse σe(s) an
jeder Stelle s festgelegt. Das Bindeglied zwischen M(s) und σe(s) sind die
optischen Funktionen α(s),β(s), γ(s), d. h. letztlich die Betatronfunktion β(s).
Man kann leicht zeigen, dass aus (6.52) die spezielle Form der σe-Matrix folgt,
d. h. aus

M(s) = cosµ

(
1 0
0 1

)
+ sin µ

(
α(s) β(s)
−γ(s) −α(s)

)
(6.54)

folgt

σe(s) = ε

(
β(s) −α(s)
−α(s) γ(s)

)
. (6.55)

Die Eigenellipse ist in ihrer Form durch die Funktionen α(s), β(s) und γ(s)
festgelegt. Die Fläche, d. h. die Größe ε = a2, ist dabei ein freier Parame-
ter.

Eigenellipsoid

Wir betrachten einen Moment lang den 6-dimensionalen Phasenraum. Mit
Hilfe der jetzt 6×6-dimensionalen Transformationsmatrix R6×6(s, s+C), die
einen vollen Umlauf mit beliebigem Startpunkt s beschreibt, kann man das
entsprechende Eigenellipsoid in Form einer jetzt 6 × 6-dimensionalen σ6×6

e -
Matrix definieren:

M6×6(s) = R6×6(s, s + C) ,

σ6×6
e = M6×6σ6×6

e (M6×6)T (6.56)

Das Eigenellipsoid ermöglicht es, auch kompliziertere Korrelationen zwischen
den einzelnen Unterräumen elegant zu erfassen und zu formulieren. Besonders
wichtig sind die Korrelationen zwischen der radialen Ortsabweichung x, der
radialen Winkelabweichung x′, der longitudinalen Ortsabweichung l und der
Impulsabweichung δ, die durch die Matrixelemente σ12, σ16, σ26, σ15, σ25 und
σ56 erfasst werden (siehe z.B. [Hi81]). Das Konzept des Eigenellipsoids ist
natürlich nicht nur auf die Behandlung des vollen Beschleunigerringes mit der
Periodizitätslänge C beschränkt. Wenn der Beschleunigerring aus Superperi-
oden der Länge L periodisch aufgebaut ist, genügt es, das Eigenellipsoid einer
einzelnen Superperiode zu betrachten. Dies gilt auch für Linearbeschleuniger
und Strahlführungen mit periodischen Strukturen.

Anpassung

Bei der Injektion eines Teilchenstrahls in einen Beschleuniger sollte die Pha-
senraumverteilung des zu injizierenden Strahls möglichst optimal an das
Eigenellipsoid des Beschleunigers an der Übergabestelle angepasst sein. Die
optimale Anpassung (”matching“) erfordert eine entsprechend sorgfältige
Strahlpräparation. Ein fehlangepasster Strahl führt u. U. zu dramatisch größe-
ren Betatron- oder Synchrotronschwingungsamplituden. Dieses Phänomen
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Abb. 6.7. Die Strahlenveloppen und Eigenellipsen einer periodischen Anordnung
von Einheitszellen mit FODO-Struktur

6.6.1 Die Betatronfunktion β(s)

Die Betatronfunktion8 β(s) ist die zentrale Funktion zur Beschreibung der li-
nearen Bahndynamik eines Kreisbeschleunigers. Wir stellen stichwortartig die
wichtigsten Aspekte und Gleichungen zur Betatronfunktion β(s) zusammen.
Zur Veranschaulichung zeigen wir in Abb. 6.7 die Strahlenveloppen

√
ε
√
β(s)

und die Eigenellipsen einer FODO-Struktur. Die Einheitszelle der FODO-
Struktur besteht aus einem horizontal fokussierenden Quadrupol F, einer
Driftstrecke O, einem horizontal defokussierenden Quadrupol D und einer
weiteren Driftstrecke O. Wir beginnen nun mit der Aufzählung der Zusam-
menhänge:

• Twiss-Matrix:

M =

(
cosµ + α sin µ β sin µ

−γ sin µ cosµ− α sin µ

)

= cosµ

I︷ ︸︸ ︷(
1 0
0 1

)
+ sinµ

J︷ ︸︸ ︷(
α β

−γ −α

)

8 Häufig wird die Betatronfunktion β(s) auch Betafunktion oder Amplitudenfunkti-
on genannt.

FODO Cells
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11.8 Transformation of Twiss parameters

Example: Drift
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• Mittlere Wellenzahl der Betatronschwingung:

k =
∮

ds

β(s)
/

∮
ds = 2π

Q

C

• Mittlere Wellenlänge der Betatronschwingung:

λ =
C

Q
.

6.6.2 Transformation der Twiss-Parameter α, β und γ

Wir betrachten die Transformation der Größen (α,β, γ). An einer bestimmten
Stelle s0 seien die Twiss-Parameter (α0,β0, γ0) bekannt. Die Transfermatrix R
von s0 nach s sei ebenfalls bekannt

R =
(

C S
C′ S′

)
.

Die Funktionen C und S repräsentieren die cosinus- und sinusähnlichen Ba-
sislösungen cx und sx bzw. cy und sy (siehe Abschn. 4.4). Aus der Gleichung
σ = Rσ0RT für die Transformation einer Ellipse folgt

(
β −α
−α γ

)
= R

(
β0 −α0

−α0 γ0

)
RT .

Damit erhalten wir für die Transformation der Twiss-Parameter



β
α
γ



 =




C2 −2SC S2

−CC′ SC′ + S′C −SS′

C′2 −2S′C′ S′2








β0

α0

γ0



 . (6.57)

Besonders einfach sind die Zusammenhänge für eine Driftstrecke. Wenn wir
von einer Strahltaille (”beam waist“) mit α0 = 0 und γ0 = 1/β0 ausgehen,
erhalten wir für β(s)

β(s) = β0 +
s2

β0
. (6.58)

Abb. 6.8. Die Betatronfunktion β(s) in der Umgebung einer Strahltaille mit β0 =
1 m

Beam waist
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ds = 2π
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• Mittlere Wellenlänge der Betatronschwingung:

λ =
C

Q
.

6.6.2 Transformation der Twiss-Parameter α, β und γ

Wir betrachten die Transformation der Größen (α,β, γ). An einer bestimmten
Stelle s0 seien die Twiss-Parameter (α0,β0, γ0) bekannt. Die Transfermatrix R
von s0 nach s sei ebenfalls bekannt

R =
(

C S
C′ S′

)
.

Die Funktionen C und S repräsentieren die cosinus- und sinusähnlichen Ba-
sislösungen cx und sx bzw. cy und sy (siehe Abschn. 4.4). Aus der Gleichung
σ = Rσ0RT für die Transformation einer Ellipse folgt

(
β −α
−α γ

)
= R

(
β0 −α0

−α0 γ0

)
RT .

Damit erhalten wir für die Transformation der Twiss-Parameter



β
α
γ



 =




C2 −2SC S2

−CC′ SC′ + S′C −SS′

C′2 −2S′C′ S′2








β0

α0
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Besonders einfach sind die Zusammenhänge für eine Driftstrecke. Wenn wir
von einer Strahltaille (”beam waist“) mit α0 = 0 und γ0 = 1/β0 ausgehen,
erhalten wir für β(s)

β(s) = β0 +
s2

β0
. (6.58)

Abb. 6.8. Die Betatronfunktion β(s) in der Umgebung einer Strahltaille mit β0 =
1 m
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Der Abstand s kann positiv oder negativ sein (siehe Abb. 6.8). Im allgemeinen
Fall erhalten wir für eine Driftstrecke

β(s) = β0 − 2α0s + γ0s
2 . (6.59)

Diese Gleichungen sind bei vielen Überlegungen von großem Nutzen.

6.6.3 Zusammenhang zwischen der Transfermatrix R(s)
und den optischen Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s)

Wir betrachten nun umgekehrt den funktionalen Zusammenhang zwischen
der Transfermatrix R(s) und den Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s). Die
Twiss-Parameter an einem beliebigen Startpunkt s0 seien (α0,β0, γ0), die
Twiss-Parameter an einem beliebigen Endpunkt s seien (α,β, γ), der Beta-
tronphasenvorschub zwischen s0 und s sei ψ. Wir wollen aus diesen Größen
die entsprechende Transfermatrix R(s) deduzieren. Hierzu schreiben wir die
allgemeine Lösung der Hill’schen Gleichung in der Form

y = a1

√
β(s) cosψ(s) + a2

√
β(s) sinψ(s) .

Aus den Randbedingungen (4.43) für die cosinus- und sinusähnlichen Ba-
sislösungen am Startpunkt folgt a1 = 1/

√
β0, a2 = α0/

√
β0 für C(s) und

a1 = 0, a2 =
√
β0 für S(s). Wir erhalten damit

R =





√
β
β0

(cosψ + α0 sinψ)
√
β0β sinψ

α0−α√
ββ0

cosψ − 1+αα0√
ββ0

sinψ
√

β0
β (cosψ − α sinψ)



 . (6.60)

Diese Gleichung stellt den komplexen Zusammenhang zwischen der Transfer-
matrix R(s) und den Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s) dar. Sie ist für
viele Überlegungen von großem Nutzen. Ein interessanter Spezialfall ist die
R-Matrix nach einem Umlauf bzw. einer Superperiode, für die α = α0, β = β0,
γ = γ0 und ψ = µ gilt. Wir erhalten damit

R(s0, s0 + C) =
(

cosµ + α0 sin µ β0 sin µ
−γ0 sin µ cosµ− α0 sin µ

)
,

d. h. – wie erwartet – die Twiss-Matrix M(s0), siehe (6.6).

6.7 Dispersion in einem Kreisbeschleuniger

Zur Beschreibung von Teilchen mit einer endlichen Impulsabweichung ∆p/p0

wird die periodische Dispersion D(s) eingeführt. Im ersten Teil lernen wir
zwei Methoden zur Berechnung der periodischen Dispersion D(s) kennen. Im
zweiten Teil betrachten wir die Auswirkung der periodischen Dispersion auf
den Mechanismus der Phasenfokussierung und Synchrotronschwingung. Die
Auswirkung wird durch die Größen η und αp (”momentum compaction“) bzw.
γtr (”gamma transition“) erfasst.

In general:
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! 13!

Table!1.!A!list!of!the!parameters!of!the!heavy!ion!mode!optics.!

 Heavy ion mode 

Injection energy, Einj ' 0.74 GeV/u 

Magnetic rigidity range, Bρ' [5, 50] Tm 

Kinetic energy range Ek for 238U92+ [0.17, 5.0] GeV/u 

Transition energy, γtr 5.1 

Slip factor at the injection energy, η 0.27 

Tunes, Qh/Qv 5.81/5.82 
Chromaticities, ξh /ξv -7.3/-8.4 

Maximum beta functions, βx/βy 91/90 m 

Maximum dispersion, Dx 8.0 m 

Transverse acceptance hor/ver 21.8/22.0 mm mrad 
Dynamic aperture 15.6 beam σ 

 

 

 
 
!  
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Figure! 4.! Optical! functions! of! the! lattice! in! heavy! ion! mode:! horizontal!
amplitude! βx! (black),! vertical! amplitude! βy! (red),! dispersion! function! Dx!
(green).!Path!length!s[m]:!0?156!m!?!north!arc,!156?287!m!?!electron!cooler,!
287?443!m!?!south!arc,!444?575!m!?!PANDA!straight. 

Typical example (HESR at FAIR)
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Filamentation I

non-linear effects!

Filamentation

Errors of 2nd and
higher orders lead to
different DY than
„accepted“



Lecture 8

11. Transverse Beam Dynamics
11.9 Matching beam and machine

Yuri	A.	Litvinov,	Accelerator	Physics,	Heidelberg	WS	2016/17	
A.Schöning                                                            7                                        Accelerator Physics WS 2015/16

Filamentation II

spiraling!

Filamentation

Spiralling



Lecture 8

12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.1 Equations of motion

264 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

6.7.1 Die periodische Dispersion D(s)

Die Bewegung eines Teilchens mit der relativen Impulsabweichung δ = ∆p/p0

wird in der radialen Ebene durch die inhomogene Differenzialgleichung

x′′ + kx(s)x = h(s)δ , h(s) =
1

ρ0(s)
, (6.61)

beschrieben. Dies ist eine Differenzialgleichung 2. Ordnung mit periodischen
Koeffizienten kx(s + C) = kx(s) und h(s + C) = h(s). Zur Lösung des Pro-
blems ist es notwendig, die aufgrund der Impulsabweichung δ modifizierte
Gleichgewichtsbahn

xD(s) = δD(s)

zu finden. Diese modifizierte Gleichgewichtsbahn ist genau wie die zentrale
Gleichgewichtsbahn eine periodische Lösung, die Funktion D(s) ist die peri-
odische Dispersion10 des Kreisbeschleunigers. Für die allgemeine Lösung von
(6.61) schreiben wir

xδ(s) = δD(s) + x(s) . (6.62)

Die Funktion x(s) repräsentiert die normale Betatronschwingung, d. h. die
Lösung der homogenen Differenzialgleichung, die wir aus (6.61) für δ = 0
erhalten. Wenn wir (6.62) in (6.61) einsetzen, erhalten wir eine Differenzial-
gleichung für die Funktion D(s)

D′′ + kx(s)D = hx(s) . (6.63)

Die Lösung muss die Periodizitätsbedingungen

D(s + C) = D(s) ,

D′(s + C) = D′(s)
(6.64)

erfüllen. Zur Lösung wählen wir einen beliebigen, aber festen Startpunkt s0 =
0 mit der Orts- und Winkeldispersion D0 und D′

0. Die Lösung im Abstand s
ergibt sich nach (4.45) zu

D(s) = D0C(s) + D′
0S(s) + d(s) . (6.65)

Hierbei ist d(s) die durch (4.46) gegebene spezielle Lösung von (6.64) und
C(s) sowie S(s) sind die cosinus- und sinusähnlichen Basislösungen der ho-
mogenen Differenzialgleichung. Der Index11 x wird weggelassen, da bei einem
10 Für die periodische Dispersion D(s) verwendet man häufig auch das Symbol η(s).
11 Bei einem Beschleuniger mit magnetischer Ablenkung in x- und y-Richtung un-

terscheidet man zwischen der periodischen Dispersion Dx(s) und Dy(s). Die
Funktion Dx(s) entspricht der hier eingeführten Funktion D(s). Die Funkti-
on Dy(s) erhält man durch Lösen der zu (6.63) analogen Differenzialgleichung
D′′

y + ky(s)Dy = hy(s). Allerdings findet die magnetische Ablenkung normaler-
weise nur in einer Ebene statt.
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11 Bei einem Beschleuniger mit magnetischer Ablenkung in x- und y-Richtung un-

terscheidet man zwischen der periodischen Dispersion Dx(s) und Dy(s). Die
Funktion Dx(s) entspricht der hier eingeführten Funktion D(s). Die Funkti-
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Die Funktion x(s) repräsentiert die normale Betatronschwingung, d. h. die
Lösung der homogenen Differenzialgleichung, die wir aus (6.61) für δ = 0
erhalten. Wenn wir (6.62) in (6.61) einsetzen, erhalten wir eine Differenzial-
gleichung für die Funktion D(s)

D′′ + kx(s)D = hx(s) . (6.63)

Die Lösung muss die Periodizitätsbedingungen
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on Dy(s) erhält man durch Lösen der zu (6.63) analogen Differenzialgleichung
D′′

y + ky(s)Dy = hy(s). Allerdings findet die magnetische Ablenkung normaler-
weise nur in einer Ebene statt.

<latexit sha1_base64="eTzeyndFjxWbIKTwXnECGI7E/l8=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmKCF7JrNHokevGIiSwksCHd0oVKt920XSPZ8B+8eNAYr/4fb/4bC+xBwZdM8vLeTGbmhQln2rjut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHvpapIrRJJJeqHWJNORO0aZjhtJ0oiuOQ01Y4upn6rUeqNJPi3owTGsR4IFjECDZW8ke9p6o+7ZUrbs2dAS0TLycVyNHolb+6fUnSmApDONa647mJCTKsDCOcTkrdVNMEkxEe0I6lAsdUB9ns2gk6sUofRVLZEgbN1N8TGY61Hseh7YyxGepFbyr+53VSE10FGRNJaqgg80VRypGRaPo66jNFieFjSzBRzN6KyBArTIwNqGRD8BZfXib+Wc27qLl355X6dR5HEY7gGKrgwSXU4RYa0AQCD/AMr/DmSOfFeXc+5q0FJ585hD9wPn8AAUWOwA==</latexit>

kx(s) - Perdiodic coefficients
<latexit sha1_base64="QYh11qS1M2Ku8LhHNeBQwUMwztw=">AAACBnicbVBNS8MwGE7n16xfVY8iBIewIYxWFL0Iw108TnAfsJaSZukWlqYlScUxdvLiX/HiQRGv/gZv/huzrgfdfCDkyfO8L2/eJ0gYlcq2v43C0vLK6lpx3dzY3NresXb3WjJOBSZNHLNYdAIkCaOcNBVVjHQSQVAUMNIOhvWp374nQtKY36lRQrwI9TkNKUZKS751OPQfyvKkXrnKSMV1zcHsra+Kb5Xsqp0BLhInJyWQo+FbX24vxmlEuMIMSdl17ER5YyQUxYxMTDeVJEF4iPqkqylHEZHeOFtjAo+10oNhLPThCmbq744xiqQcRYGujJAayHlvKv7ndVMVXnpjypNUEY5ng8KUQRXDaSawRwXBio00QVhQ/VeIB0ggrHRypg7BmV95kbROq8551b49K9Wu8ziK4AAcgTJwwAWogRvQAE2AwSN4Bq/gzXgyXox342NWWjDynn3wB8bnDxFUlk0=</latexit>

kx(s+ C) = kx(s)

h(s+ C) = h(s)

<latexit sha1_base64="vAqXKNo3Z6zj62FWWCLh7mM7yBY=">AAAB+3icbZDLSsNAFIZPvNZ6i3XpZrAIdVMSUXQjFHXhsoK9QBvCZDJph04uzEykJfRV3LhQxK0v4s63cdJmoa0/DHz85xzOmd9LOJPKsr6NldW19Y3N0lZ5e2d3b988qLRlnApCWyTmseh6WFLOItpSTHHaTQTFocdpxxvd5vXOExWSxdGjmiTUCfEgYgEjWGnLNStj964mT6/7PuUKo5xds2rVrZnQMtgFVKFQ0zW/+n5M0pBGinAsZc+2EuVkWChGOJ2W+6mkCSYjPKA9jREOqXSy2e1TdKIdHwWx0C9SaOb+nshwKOUk9HRniNVQLtZy879aL1XBlZOxKEkVjch8UZBypGKUB4F8JihRfKIBE8H0rYgMscBE6bjKOgR78cvL0D6r2xd16+G82rgp4ijBERxDDWy4hAbcQxNaQGAMz/AKb8bUeDHejY9564pRzBzCHxmfP+aYkw0=</latexit>

xD(s) = �D(s)d leads to a modified equillibrium trajectory

D(s) – dispersion function, periodic function of the machine

1
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12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.2 SoluZon of equaZons of moZon

Homogeneous solution (d=0)

<latexit sha1_base64="5Vk1BzSOaV7DS0P/dXgkZgGtl9U=">AAACBXicbVDLSgMxFL1TX7W+Rl3qIliEilBmRNGNUNSFywr2Ae0wZDJpG5p5kGSkZejGjb/ixoUibv0Hd/6NaTsLbT2QcHLOvdzc48WcSWVZ30ZuYXFpeSW/Wlhb39jcMrd36jJKBKE1EvFIND0sKWchrSmmOG3GguLA47Th9a/HfuOBCsmi8F4NY+oEuBuyDiNYack19wdu26dc4ZI8uhzo63j6RDeau2bRKlsToHliZ6QIGaqu+dX2I5IENFSEYylbthUrJ8VCMcLpqNBOJI0x6eMubWka4oBKJ51sMUKHWvFRJxL6hApN1N8dKQ6kHAaergyw6slZbyz+57US1blwUhbGiaIhmQ7qJBypCI0jQT4TlCg+1AQTwfRfEelhgYnSwRV0CPbsyvOkflK2z8rW3WmxcpXFkYc9OIAS2HAOFbiFKtSAwCM8wyu8GU/Gi/FufExLc0bWswt/YHz+AAiSlvo=</latexit>

x�(s) = x(s) + �D(s)

2

2

Insert               into 1
<latexit sha1_base64="0keMMeIkkwY8gqtdQ78b8fu+AfY=">AAAB+3icbVDLSsNAFL2pr1pfsS7dBIu0IpREFN0IRbtwWcE+oA1hMp20QyeTMDORltJfceNCEbf+iDv/xmmahVYPXO7hnHuZO8ePGZXKtr+M3Mrq2vpGfrOwtb2zu2fuF1sySgQmTRyxSHR8JAmjnDQVVYx0YkFQ6DPS9ke3c7/9SISkEX9Qk5i4IRpwGlCMlJY8s1gvl09H3rgiT+rXw7R7Zsmu2imsv8TJSAkyNDzzs9ePcBISrjBDUnYdO1buFAlFMSOzQi+RJEZ4hAakqylHIZHuNL19Zh1rpW8FkdDFlZWqPzemKJRyEvp6MkRqKJe9ufif101UcOVOKY8TRThePBQkzFKRNQ/C6lNBsGITTRAWVN9q4SESCCsdV0GH4Cx/+S9pnVWdi6p9f16q3WRx5OEQjqACDlxCDe6gAU3AMIYneIFXY2Y8G2/G+2I0Z2Q7B/ALxsc3SLCSqg==</latexit>

D00 + kx(s)D = hx(s)

Periodic conditions:

<latexit sha1_base64="YmyBD2XQeqApjpkqqUhS3GMyPQ4=">AAACBHicbVDLSgMxFM3UVx1foy67CRaxRSgzouhGKLYLlxXsAzpDyaSZNjSTGZKMUIYu3Pgrblwo4taPcOffmLaz0NYD4Z6ccy/JPX7MqFS2/W3kVlbX1jfym+bW9s7unrV/0JJRIjBp4ohFouMjSRjlpKmoYqQTC4JCn5G2P6pN/fYDEZJG/F6NY+KFaMBpQDFSWupZhXpJntbK17qUXdesn2RXXcs9q2hX7BngMnEyUgQZGj3ry+1HOAkJV5ghKbuOHSsvRUJRzMjEdBNJYoRHaEC6mnIUEumlsyUm8FgrfRhEQh+u4Ez9PZGiUMpx6OvOEKmhXPSm4n9eN1HBlZdSHieKcDx/KEgYVBGcJgL7VBCs2FgThAXVf4V4iATCSudm6hCcxZWXSeus4lxU7LvzYvUmiyMPCuAIlIADLkEV3IIGaAIMHsEzeAVvxpPxYrwbH/PWnJHNHII/MD5/AKbZlEM=</latexit>

D(s+ C) = D(s)

D0(s+ C) = D0(s)

Set starHng point which can be any s



Lecture 8

12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.2 Solution of equations of motion

General solution

Cos/Sin – like solutions, basis
solutions of homogeneous
equations of motions

<latexit sha1_base64="hiBxSdJe1UNfoWzfYuq2CBodexQ=">AAACA3icbVDLSgMxFM3UV62vUXe6CRaxIpQZUXQjFNuFy4r2Ae0wZDJpG5rJDElGKEPBjb/ixoUibv0Jd/6NmXYW2noguYdz7iW5x4sYlcqyvo3cwuLS8kp+tbC2vrG5ZW7vNGUYC0waOGShaHtIEkY5aSiqGGlHgqDAY6TlDaup33ogQtKQ36tRRJwA9TntUYyUllxzr1aSx1c116rqeqLr0V1KfH25ZtEqWxPAeWJnpAgy1F3zq+uHOA4IV5ghKTu2FSknQUJRzMi40I0liRAeoj7paMpRQKSTTHYYw0Ot+LAXCn24ghP190SCAilHgac7A6QGctZLxf+8Tqx6l05CeRQrwvH0oV7MoAphGgj0qSBYsZEmCAuq/wrxAAmElY6toEOwZ1eeJ83Tsn1etm7PipXrLI482AcHoARscAEq4AbUQQNg8AiewSt4M56MF+Pd+Ji25oxsZhf8gfH5A7tDlGE=</latexit>

D(s) = D0C(s) +D0
0S(s) + d(s)

Coefficients

Special solution (4th lecture)



Lecture 8

4. Solution of the Equation of Motion
- If parZcles are NOT monoenergeZc

<latexit sha1_base64="KNfZJdguwFpPEOFXzWo4bAx+j1o=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBHqpSSi6LHoxWMF+wFNKJvNpF262aS7m0Ip/R1ePCji1R/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekHKmtON8W2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4qZJMUmzQhCeyHRCFnAlsaKY5tlOJJA44toLB/cxvjVAqlognPU7Rj0lPsIhRoo3kV7wQuSaewKFz0S2Vnaozh71K3JyUIUe9W/rywoRmMQpNOVGq4zqp9idEakY5TotepjAldEB62DFUkBiVP5kfPbXPjRLaUSJNCW3P1d8TExIrNY4D0xkT3VfL3kz8z+tkOrr1J0ykmUZBF4uijNs6sWcJ2CGTSDUfG0KoZOZWm/aJJFSbnIomBHf55VXSvKy611Xn8apcu8vjKMApnEEFXLiBGjxAHRpAYQjP8Apv1sh6sd6tj0XrmpXPnMAfWJ8/5dORhw==</latexit>

(� 6= 0)
<latexit sha1_base64="cE3NBbd1lshRJJu4TMC1ziiRMms=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cq9gPaUDbbTbt0kw27E6WE/gwvHhTx6q/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8HoZuq3Hrk2QsUPOE64H9FBLELBKFqp070XgyFSrdVTr1xxq+4MZJl4OalAjnqv/NXtK5ZGPEYmqTEdz03Qz6hGwSSflLqp4QllIzrgHUtjGnHjZ7OTJ+TEKn0SKm0rRjJTf09kNDJmHAW2M6I4NIveVPzP66QYXvmZiJMUeczmi8JUElRk+j/pC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaFMq2RC8xZeXSfOs6l1U3bvzSu06j6MIR3AMp+DBJdTgFurQAAYKnuEV3hx0Xpx352PeWnDymUP4A+fzB5JtkXE=</latexit>) Inhomogenious equation

<latexit sha1_base64="+O2S6z1p0/usKxSGRK/BMOuWeBU=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ3UV62vqODGTbBIK0JJRNGNUHTjsoJ9QBvCZHLTDp1MwsxEWmoX/oobF4q49Tfc+TdO2yy0euBeDufcy9w5fsKoVLb9ZeQWFpeWV/KrhbX1jc0tc3unIeNUEKiTmMWi5WMJjHKoK6oYtBIBOPIZNP3+9cRv3oOQNOZ3apiAG+EupyElWGnJM/cGpdJx3xuU5dHgsqd7JwCmsGcW7Yo9hfWXOBkpogw1z/zsBDFJI+CKMCxl27ET5Y6wUJQwGBc6qYQEkz7uQltTjiOQ7mh6/9g61EpghbHQxZU1VX9ujHAk5TDy9WSEVU/OexPxP6+dqvDCHVGepAo4mT0UpsxSsTUJwwqoAKLYUBNMBNW3WqSHBSZKR1bQITjzX/5LGicV56xi354Wq1dZHHm0jw5QGTnoHFXRDaqhOiLoAT2hF/RqPBrPxpvxPhvNGdnOLvoF4+Mb9JSUyQ==</latexit>

x00 + kx(s)x = h(s)� (dipole magnet)

Solution: solution of homogenious differential equation plus a 
particular solution of inhomogenious equation

<latexit sha1_base64="FasX8U6jpQKCfzlL0dF9Dp0DiTY=">AAACEHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWCRVoSSiKIbodiNy4r2Am0Ik8mkHTq5MDORltBHcOOruHGhiFuX7nwbJ2kW2vrDwDf/OYeZ8zsRo0IaxrdWWFpeWV0rrpc2Nre2d/TdvbYIY45JC4cs5F0HCcJoQFqSSka6ESfIdxjpOKNGWu88EC5oGNzLSUQsHw0C6lGMpLJsvTKuiuOrsW007JROFFXuZth3CZMIutnN1stGzcgEF8HMoQxyNW39q++GOPZJIDFDQvRMI5JWgrikmJFpqR8LEiE8QgPSUxggnwgryRaawiPluNALuTqBhJn7eyJBvhAT31GdPpJDMV9Lzf9qvVh6l1ZCgyiWJMCzh7yYQRnCNB3oUk6wZBMFCHOq/grxEHGEpcqwpEIw51dehPZpzTyvGbdn5fp1HkcRHIBDUAUmuAB1cAOaoAUweATP4BW8aU/ai/aufcxaC1o+sw/+SPv8AcWZmoo=</latexit>

x(s) = x0Cx(s) + x0
0Sx(s) + �dx(s)

Dispersion function

Particles are sorted dependent on field index
Correlation of and - dispersion

<latexit sha1_base64="VMtPh98b5ycfLzzDKyv6EwYB8TQ=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQUPRa9eKxgP6ANZbOZtGs3u2F3I5TQ/+DFgyJe/T/e/Ddu2xy09cHA470ZZuaFKWfaeN63s7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bWmaKYpNKLlUnJBo5E9g0zHDspApJEnJsh6Pbqd9+QqWZFA9mnGKQkIFgMaPEWKnVi5Ab0q9UvZo3g7tM/IJUoUCjX/nqRZJmCQpDOdG663upCXKiDKMcJ+VepjEldEQG2LVUkAR1kM+unbinVoncWCpbwrgz9fdEThKtx0loOxNihnrRm4r/ed3MxNdBzkSaGRR0vijOuGukO33djZhCavjYEkIVs7e6dEgUocYGVLYh+IsvL5PWec2/rHn3F9X6TRFHCY7hBM7Ahyuowx00oAkUHuEZXuHNkc6L8+58zFtXnGLmCP7A+fwBkt6PIA==</latexit>

� <latexit sha1_base64="fLBAq4QNHt6x49astMKifX19cb0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kokoeix68diC/YA2lM120q7dbMLuRiyhv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtR1Sax/LejBP0IzqQPOSMGivVn3qlsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWtX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHpwX5935mLeuOPnMEfyB8/kD54uNAA==</latexit>x

(linear approximation)



Lecture 8

4. Solution of the Equation of Motion
<latexit sha1_base64="Tp/TyW8XtTyHJzefPiO79vZWE5Y=">AAACGHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+IQNpDZiqIXYehBjxPcC6y1pGm6haVpSVJxlH0ML34VLx4U8bqb38Z0q6CbDwR++f+fh+T5ezElQprml1ZYWFxaXimultbWNza39O2dlogSjnATRTTiHQ8KTAnDTUkkxZ2YYxh6FLe9wVXmtx8wFyRid3IYYyeEPUYCgqBUkqsf+e5jRVQvbMKka96LfsX2IE/FqHqdGYc/Nz8HVy+bNXNSxjxYOZRBXg1XH9t+hJIQM4koFKJrmbF0UsglQRSPSnYicAzRAPZwVyGDIRZOOllsZBwoxTeCiKvDpDFRf0+kMBRiGHqqM4SyL2a9TPzP6yYyOHdSwuJEYoamDwUJNWRkZCkZPuEYSTpUABEn6q8G6kMOkVRZllQI1uzK89A6rlmnNfP2pFy/zOMogj2wDyrAAmegDm5AAzQBAk/gBbyBd+1Ze9U+tM9pa0HLZ3bBn9LG3zIzn+c=</latexit>

dx(s) =

Z s

0
h(s̄)Gx(s, s̄)ds̄

With Green function

<latexit sha1_base64="iY5pzJY7isZQ05AEoWrGYKKW9rw=">AAACHXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSTbAILWhJpKIbodiFLiu1F2hDmEyn7dDJJMxMxBL6Im58FTcuFHHhRnwbJ2mE2npghn++cw5nzu8GlAhpmt9aZml5ZXUtu57b2Nza3tF395rCDznCDeRTn7ddKDAlDDckkRS3A46h51LcckfVON+6x1wQn93JcYBtDw4Y6RMEpUKOXr52HgriuOtCHolJ8bIeP4tVdf+ik2qC6jPI0fNmyUzCWBRWKvIgjZqjf3Z7Pgo9zCSiUIiOZQbSjiCXBFE8yXVDgQOIRnCAO0oy6GFhR8l2E+NIkZ7R97k6TBoJne2IoCfE2HNVpQflUMznYvhfrhPK/oUdERaEEjM0HdQPqSF9I7bK6BGOkaRjJSDiRP3VQEPIIZLK0JwywZpfeVE0T0vWWcm8LecrV6kdWXAADkEBWOAcVMANqIEGQOARPINX8KY9aS/au/YxLc1oac8++BPa1w9TZaDV</latexit>

Gx(s, s̄) = Sx(s)Cx(s̄)� Cx(s)Sx(s̄)

And initial conditions:

<latexit sha1_base64="SOpEX0kpGcp02FRV9L/Iku/JIlA=">AAAB/HicbZDLSsNAFIYn9VbrLdqlm8EiVpCSiKIboejGZQV7gTaEyWTSDp1MwsxEDKF9FTcuFHHrg7jzbZymWWj1h4GP/5zDOfN7MaNSWdaXUVpaXlldK69XNja3tnfM3b2OjBKBSRtHLBI9D0nCKCdtRRUjvVgQFHqMdL3xzazefSBC0ojfqzQmToiGnAYUI6Ut16z67mPdOr6yTqaajnJ0zZrVsHLBv2AXUAOFWq75OfAjnISEK8yQlH3bipWTIaEoZmRSGSSSxAiP0ZD0NXIUEulk+fETeKgdHwaR0I8rmLs/JzIUSpmGnu4MkRrJxdrM/K/WT1Rw6WSUx4kiHM8XBQmDKoKzJKBPBcGKpRoQFlTfCvEICYSVzquiQ7AXv/wXOqcN+7xh3Z3VmtdFHGWwDw5AHdjgAjTBLWiBNsAgBU/gBbwaU+PZeDPe560lo5ipgl8yPr4BPsiSkA==</latexit>

dx(0) = 0, d0x(0) = 0

(linear approximation)



Lecture 8

12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.2 Solution of equations of motion

After lengthy calculations
<latexit sha1_base64="qwQFElqhqbK4Z1u1xRpQjFCMziY="></latexit>

D(s) =

p
�

2 sin(µ/2)

Z s+C

s
h(s̄)

p
�(s̄) cos[ (s̄)� (s)� µ/2]ds̄

6.67 In Hinterberger

- Dispersion is an integral effect of ALL bending magnets!

- Perturbations in h(s) contribute with
<latexit sha1_base64="116NmNvSc1pdWxpJdhzMa2riGzo=">AAAB+HicbVBNS8NAEJ34WetHox69BItQLyURRY9FLx4r2A9oQtlst+3SzSbuToQa+ku8eFDEqz/Fm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBFco+t+Wyura+sbm4Wt4vbO7l7J3j9o6jhVlDVoLGLVDolmgkvWQI6CtRPFSBQK1gpHN1O/9ciU5rG8x3HCgogMJO9zStBIXbvk6weFmR8yJBV9OunaZbfqzuAsEy8nZchR79pffi+macQkUkG07nhugkFGFHIq2KTop5olhI7IgHUMlSRiOshmh0+cE6P0nH6sTEl0ZurviYxEWo+j0HRGBId60ZuK/3mdFPtXQcZlkiKTdL6onwoHY2eagtPjilEUY0MIVdzc6tAhUYSiyapoQvAWX14mzbOqd1F1787Ltes8jgIcwTFUwINLqMEt1KEBFFJ4hld4s56sF+vd+pi3rlj5zCH8gfX5A7jCkx8=</latexit>p
�(s)

- ContribuHon of an individual bending magnet is
<latexit sha1_base64="5J6pz3Ht1fH+fqndh751LnJCSX4=">AAAB+3icbVDLSgMxFM3UV62vsS7dBIvgqs6Iohuh6MZlBfuAzjBk0kwnNJOEJCOWUj/FjQtF3Poj7vwb03YWWj1w4XDOvdx7TywZ1cbzvpzS0vLK6lp5vbKxubW94+5W21rkCpMWFkyobow0YZSTlqGGka5UBGUxI514eD31O/dEaSr4nRlJEmZowGlCMTJWitxqIJWQRjyml/5xoFIReZFb8+reDPAv8QtSAwWakfsZ9AXOM8INZkjrnu9JE46RMhQzMqkEuSYS4SEakJ6lHGVEh+PZ7RN4aJU+TISyxQ2cqT8nxijTepTFtjNDJtWL3lT8z+vlJrkIx5TL3BCO54uSnEEj4DQI2KeKYMNGliCsqL0V4hQphI2Nq2JD8Bdf/kvaJ3X/rO7dntYaV0UcZbAPDsAR8ME5aIAb0AQtgMEDeAIv4NWZOM/Om/M+by05xcwe+AXn4xuIx5Qa</latexit>

/ h = 1/⇢0

- If
<latexit sha1_base64="VDvhIRouSDC3h8IW1oHxEOECxg4=">AAACGXicbVDLSgMxFM34rPU16tLNYBFc1Zmi6EYo6sJlFfuATimZNNOGZjJjcqcylPYz3Pgrblwo4lJX/o1pO4i2HgicnHMuyT1exJkC2/4y5uYXFpeWMyvZ1bX1jU1za7uiwlgSWiYhD2XNw4pyJmgZGHBaiyTFgcdp1etejPxqj0rFQnELSUQbAW4L5jOCQUtN03aD+LBwZg+H7g1rdwBLGd4Ph5eu/Lm5TPiQ6AC9i1mvaebsvD2GNUuclORQilLT/HBbIYkDKoBwrFTdsSNo9LEERjgdZN1Y0QiTLm7TuqYCB1Q1+uPNBta+VlqWH0p9BFhj9fdEHwdKJYGnkwGGjpr2RuJ/Xj0G/7TRZyKKgQoyeciPuQWhNarJajFJCfBEE0wk03+1SAdLTECXmdUlONMrz5JKIe8c5+3ro1zxPK0jg3bRHjpADjpBRXSFSqiMCHpAT+gFvRqPxrPxZrxPonNGOrOD/sD4/Aa30qIJ</latexit>

µ/2 = 0 ) D ! 1 ⌘ Resonance catastrophy!!!
<latexit sha1_base64="0IcsF7rCEQOsFIOMWvyDF35n5tQ=">AAACC3icbVC7SgNBFJ31GeMramkzJAixCbtB0UYI2lhJIuYB2RBmJ5NkyDyWmVklLNnaxl+xsVDE1h+w82+cPApNPHDhcM693HtPEDKqjet+O0vLK6tr66mN9ObW9s5uZm+/pmWkMKliyaRqBEgTRgWpGmoYaYSKIB4wUg8GV2O/fk+UplLcmWFIWhz1BO1SjIyV2pmsz6OLPJed46If0iTxb2mvb5BS8iFJKj4V8KadybkFdwK4SLwZyYEZyu3Ml9+ROOJEGMyQ1k3PDU0rRspQzMgo7UeahAgPUI80LRWIE92KJ7+M4JFVOrArlS1h4ET9PREjrvWQB7aTI9PX895Y/M9rRqZ73oqpCCNDBJ4u6kYMGgnHwcAOVQQbNrQEYUXtrRD3kULY2PjSNgRv/uVFUisWvNOCWznJlS5ncaTAIciCPPDAGSiBa1AGVYDBI3gGr+DNeXJenHfnY9q65MxmDsAfOJ8/yfCa5Q==</latexit>

µ = (mod)2⇡ ) Q 2 N

Tune, number of betatron oscillations



Lecture 8

12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.3 Calculation of D(s)

- Either numerically
- From Twiss matrix

<latexit sha1_base64="2FeFmP6DR2SSxgQxkK4IRWLQhM0=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69BIvQIpREFL0IxV68CFXsB6ShbLabdulmN+xOhBL6M7x4UMSrv8ab/8Ztm4O2Phh4vDfDzLwg5kyD43xbuZXVtfWN/GZha3tnd6+4f9DSMlGENonkUnUCrClngjaBAaedWFEcBZy2g1F96refqNJMikcYx9SP8ECwkBEMRvLuyrpy/VDWp/VKr1hyqs4M9jJxM1JCGRq94le3L0kSUQGEY60914nBT7ECRjidFLqJpjEmIzygnqECR1T76ezkiX1ilL4dSmVKgD1Tf0+kONJ6HAWmM8Iw1IveVPzP8xIIr/yUiTgBKsh8UZhwG6Q9/d/uM0UJ8LEhmChmbrXJECtMwKRUMCG4iy8vk9ZZ1b2oOvfnpdpNFkceHaFjVEYuukQ1dIsaqIkIkugZvaI3C6wX6936mLfmrGzmEP2B9fkD+DuPvg==</latexit>

M(s) = R(s+ C)

266 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

Nun war der Startpunkt s0 willkürlich gewählt, und wir können s0 durch s
ersetzen. Wir erhalten damit ganz allgemein

D(s) =
√
β(s)

2 sinµ/2

s+C∫

s

h(s)
√
β(s) cos [ψ(s)− ψ(s)− µ/2] ds . (6.67)

Diese sehr wichtige Gleichung zeigt, dass die Auswirkung einer Störung pro-
portional zu

√
β an dem Aufpunkt und proportional zu

√
β an der Störstel-

le ist. Die periodische Dispersion D(s) eines Kreisbeschleunigers wird durch
die integrale Auswirkung aller Ablenkmagnete bestimmt. Der Beitrag eines
einzelnen Ablenkmagneten hängt von der Krümmung der zentralen Gleich-
gewichtsbahn h = 1/ρ0 ab. Die Gleichung zeigt weiterhin, dass |D(s)| umso
größer wird, je näher sin µ/2 bei null liegt. Der Fall sinµ/2 = 0 entspricht
einer Resonanzkatastrophe, die Dispersion D(s) wird unendlich groß. Wenn
sin µ/2 = 0, gilt µ = 2π(mod2π), d. h. die Zahl Q der Betatronschwingungen
pro Umlauf ist ganzzahlig. Die Gleichung (6.67) zeigt, dass eine ganzzahlige
Resonanz auf jeden Fall vermieden werden muss. Daher sollte Q nicht in der
unmittelbaren Nähe einer ganzen Zahl liegen.

In der Praxis werden Orts- und Winkeldispersion, d. h. die Funktionen
D(s) und D′(s), direkt aus der 3 × 3-Matrix M(s) = R(s, s + C) abgeleitet.
Aufgrund der Periodizitätsbedingung ergibt sich die Matrixgleichung




D
D′

1



 =




M11 M12 M16

M21 M22 M26

0 0 1








D
D′

1



 . (6.68)

Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung (6.66). Aus (6.68) folgt

D =
M12M26 + (1 −M22)M16

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M12M26 + (1−M22)M16

4 sin2 µ/2
,

(6.69)

D′ =
M21M16 + (1 −M11)M26

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M21M16 + (1−M11)M26

4 sin2 µ/2
.

Die Transportmatrix M(s) wird mithilfe von Computerprogrammen als Funk-
tion von s ermittelt. Mit (6.69) erhalten wir daraus unmittelbar die Funktio-
nen D(s) und D′(s). In jedem Beschleunigerring gibt es ausgezeichnete Stel-
len, bei denen aus Symmetriegründen D′ = 0 ist. Für diese Stellen gilt die
besonders einfache Beziehung

D =
M16

1−M11
, wenn D′ = 0 . (6.70)
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Nun war der Startpunkt s0 willkürlich gewählt, und wir können s0 durch s
ersetzen. Wir erhalten damit ganz allgemein

D(s) =
√
β(s)

2 sinµ/2

s+C∫

s

h(s)
√
β(s) cos [ψ(s)− ψ(s)− µ/2] ds . (6.67)

Diese sehr wichtige Gleichung zeigt, dass die Auswirkung einer Störung pro-
portional zu

√
β an dem Aufpunkt und proportional zu

√
β an der Störstel-

le ist. Die periodische Dispersion D(s) eines Kreisbeschleunigers wird durch
die integrale Auswirkung aller Ablenkmagnete bestimmt. Der Beitrag eines
einzelnen Ablenkmagneten hängt von der Krümmung der zentralen Gleich-
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unmittelbaren Nähe einer ganzen Zahl liegen.

In der Praxis werden Orts- und Winkeldispersion, d. h. die Funktionen
D(s) und D′(s), direkt aus der 3 × 3-Matrix M(s) = R(s, s + C) abgeleitet.
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12. Transverse Beam Dynamics with Dispersion

12.3 Calculation of D(s)

- Either numerically
- From Twiss matrix

<latexit sha1_base64="2FeFmP6DR2SSxgQxkK4IRWLQhM0=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69BIvQIpREFL0IxV68CFXsB6ShbLabdulmN+xOhBL6M7x4UMSrv8ab/8Ztm4O2Phh4vDfDzLwg5kyD43xbuZXVtfWN/GZha3tnd6+4f9DSMlGENonkUnUCrClngjaBAaedWFEcBZy2g1F96refqNJMikcYx9SP8ECwkBEMRvLuyrpy/VDWp/VKr1hyqs4M9jJxM1JCGRq94le3L0kSUQGEY60914nBT7ECRjidFLqJpjEmIzygnqECR1T76ezkiX1ilL4dSmVKgD1Tf0+kONJ6HAWmM8Iw1IveVPzP8xIIr/yUiTgBKsh8UZhwG6Q9/d/uM0UJ8LEhmChmbrXJECtMwKRUMCG4iy8vk9ZZ1b2oOvfnpdpNFkceHaFjVEYuukQ1dIsaqIkIkugZvaI3C6wX6936mLfmrGzmEP2B9fkD+DuPvg==</latexit>
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Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung (6.66). Aus (6.68) folgt

D =
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(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M12M26 + (1−M22)M16

4 sin2 µ/2
,
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(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M21M16 + (1−M11)M26

4 sin2 µ/2
.

Die Transportmatrix M(s) wird mithilfe von Computerprogrammen als Funk-
tion von s ermittelt. Mit (6.69) erhalten wir daraus unmittelbar die Funktio-
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len, bei denen aus Symmetriegründen D′ = 0 ist. Für diese Stellen gilt die
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D =
M16

1−M11
, wenn D′ = 0 . (6.70)

- In each accelerator, due to symmetry conditions, there are points where
<latexit sha1_base64="83h4Fbzf/qnvwy+1dbh59+eL9Gg=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDjJeyKohchqAePEcwDkiXMTnqTIbOzy8ysEJZ8hBcPinj1e7z5N04eB00saCiquunuChLBtXHdb2dpeWV1bT23kd/c2t7ZLezt13WcKoY1FotYNQOqUXCJNcONwGaikEaBwEYwuB37jSdUmsfy0QwT9CPakzzkjBorNe5OSvr02u0Uim7ZnYAsEm9GijBDtVP4andjlkYoDRNU65bnJsbPqDKcCRzl26nGhLIB7WHLUkkj1H42OXdEjq3SJWGsbElDJurviYxGWg+jwHZG1PT1vDcW//NaqQmv/IzLJDUo2XRRmApiYjL+nXS5QmbE0BLKFLe3EtanijJjE8rbELz5lxdJ/azsXZTdh/Ni5WYWRw4O4QhK4MElVOAeqlADBgN4hld4cxLnxXl3PqatS85s5gD+wPn8AYShjmA=</latexit>

D0(s) = 0
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 . (6.68)

Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung (6.66). Aus (6.68) folgt

D =
M12M26 + (1 −M22)M16

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M12M26 + (1−M22)M16

4 sin2 µ/2
,

(6.69)

D′ =
M21M16 + (1 −M11)M26

(1 −M11)(1 −M22)−M12M21
=

M21M16 + (1−M11)M26

4 sin2 µ/2
.

Die Transportmatrix M(s) wird mithilfe von Computerprogrammen als Funk-
tion von s ermittelt. Mit (6.69) erhalten wir daraus unmittelbar die Funktio-
nen D(s) und D′(s). In jedem Beschleunigerring gibt es ausgezeichnete Stel-
len, bei denen aus Symmetriegründen D′ = 0 ist. Für diese Stellen gilt die
besonders einfache Beziehung

D =
M16

1−M11
, wenn D′ = 0 . (6.70)
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Abb. 6.9. Periodische Anordnung von Einheitszellen mit FODO-Struktur

Synchrotron wird die starke Fokussierung mithilfe von Quadrupolen reali-
siert. Wir betrachten als konkretes Beispiel die FODO-Optik des ”separated
function“ Synchrotrons. Die Einheitszelle besteht aus folgenden Elementen:
Quadrupol Q1 – Driftstrecke – Ablenkmagnet A1 – Driftstrecke – Quadrupol
Q2 – Driftstrecke – Ablenkmagnet A2 – Driftstrecke. Zur Vereinfachung der
Rechnung nehmen wir an, dass die Fokussierungsstärke der Ablenkmagnete
vernachlässigbar klein ist. Wir werden sehen, dass diese Annahme bei sehr
hohen Energien gerechtfertigt ist. Die Ablenkmagnete werden in dieser Nähe-
rung durch entsprechend lange Driftstrecken ersetzt. Die Einheitszelle besteht
damit aus folgenden Elementen: Quadrupol Q1 – Driftstrecke der Länge d1 –
Quadrupol Q2 – Driftstrecke der Länge d2. Zur weiteren Vereinfachung neh-
men wir eine symmetrische Struktur an, d. h. d1 = d2. Bevor wir konkret
werden, möchten wir noch darauf hinweisen, dass die periodische Anordnung
von FODO-Einheitszellen nicht auf Kreisbeschleuniger beschränkt ist. Solche
Systeme sind auch für den geraden Strahltransport über eine große Distanz
besonders gut geeignet.

Bei einer periodischen Anordnung der Elemente ist es gleichgültig, wo
die Einheitszelle beginnt. Wir betrachten die Einheitszelle in einer symme-
trischen Form, legen den Startpunkt in die Mitte von Quadrupol Q1 (sie-
he Abb. 6.10) und repräsentieren die Quadrupole durch dünne Linsen. Die
Einheitszelle beginnt und endet mit einem Quadrupol der halben Brechkraft
1/2f1. Die Brechkraft des mittleren Quadrupols ist 1/f2. Die Driftstrecke zwi-
schen den Mittelebenen der Linsen hat die Länge d. Wir erhalten damit für
die Twiss-Matrix
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(6.80)

Durch Vergleich mit der Standardform der Twiss-Matrix

M = cosµ

(
1 0
0 1

)
+ sin µ

(
α β
−γ −α

)
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Table!1.!A!list!of!the!parameters!of!the!heavy!ion!mode!optics.!

 Heavy ion mode 

Injection energy, Einj ' 0.74 GeV/u 

Magnetic rigidity range, Bρ' [5, 50] Tm 

Kinetic energy range Ek for 238U92+ [0.17, 5.0] GeV/u 

Transition energy, γtr 5.1 

Slip factor at the injection energy, η 0.27 

Tunes, Qh/Qv 5.81/5.82 
Chromaticities, ξh /ξv -7.3/-8.4 

Maximum beta functions, βx/βy 91/90 m 

Maximum dispersion, Dx 8.0 m 

Transverse acceptance hor/ver 21.8/22.0 mm mrad 
Dynamic aperture 15.6 beam σ 
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Figure! 4.! Optical! functions! of! the! lattice! in! heavy! ion! mode:! horizontal!
amplitude! βx! (black),! vertical! amplitude! βy! (red),! dispersion! function! Dx!
(green).!Path!length!s[m]:!0?156!m!?!north!arc,!156?287!m!?!electron!cooler,!
287?443!m!?!south!arc,!444?575!m!?!PANDA!straight. 

Typical example (HESR at FAIR)
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Abb. 6.9. Periodische Anordnung von Einheitszellen mit FODO-Struktur
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trischen Form, legen den Startpunkt in die Mitte von Quadrupol Q1 (sie-
he Abb. 6.10) und repräsentieren die Quadrupole durch dünne Linsen. Die
Einheitszelle beginnt und endet mit einem Quadrupol der halben Brechkraft
1/2f1. Die Brechkraft des mittleren Quadrupols ist 1/f2. Die Driftstrecke zwi-
schen den Mittelebenen der Linsen hat die Länge d. Wir erhalten damit für
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Durch Vergleich mit der Standardform der Twiss-Matrix

M = cosµ
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1 0
0 1

)
+ sin µ
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α β
−γ −α

)

„Standart“ separate-function machine

SPS/CERN (Super Proton Synchrotron)
108 Cells [ QF+4D(r0=741.2 m; a=8.445 mrad)+QD ]
6 Super-periods of 14 Cells + 4 insertions with missing dipoles

are very different, an important consideration if one 
wants correction magnets to act orthogonally, and be- 
cause the fraction of the circumference devoted to 
quadrupoles is smaller than in other configurations. 

,D 62 82 81 Bl F 81 Bl 82 82 
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Fig. Z(a) Lattice functions 
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Fig. 2(b) Beam envelope fitting mechanical apertures 

Fig. 2(a) shows the lattice functions. After a 
careful cost optimisation which included coefficients 
for magnet aperture, stored energy Of the power Supply, 

tunnel circumference and running costs, a periodicity Of 
108 and a phase advance of 920 per period were chosen. 
Lattices with fewer periods and lower Q tended to have 
large lattice functions and apeKtUKeS. Those with lar- 
ger numbers of periods required more focussing and 
bending magnets. The many factors of 108 left several 
options open in the symmetrical arrangement of CoKKec- 

tion magnets and a phase advance of almost 9Q” was a 
considerable conceptual simplification. 

In retrospect the rather high Q had another ad- 
vantage, it tended to reduce op which has a direct in- 
fluence on the chromaticity Q spread caused by Sextu- 
pole guide field imperfections. 

Fig, 2(b) shows the envelope of a beam which just 
fits the mechanical apertures. The cost saving to be 
had from matching two types of dipole apertures to the 
envelope outweighed the extra tooling and development 
costs. 

On the other hand although the beam has a very 
different aspect ratio at F and D quadrupoles both 
sections fit well into a single symmetrical quadrupole 
design. Of COUKSe the F and D quadrupoles are powered 
by independent power supplies to allow Q tuning but are 
otherwise identical. 

Long Straight Section InSeKtiOnS 

The machine is divided into six identical super- 

periods. Each superperiod is composed of fourteen nor- 
mal periods and a sequence of four special periods which 
form the long straight section insertion. Bending mag- 
nets are omitted from the special periods to make room 
for the moKe bulky components of the machine but the 
regular spacing of quadrupoles is preserved throughout 
the superperiod. 

The sequence of special periods in the insertion 
is shown in Fig. 3. The pattern is mainly determined 
by the design of the extraction channel, 
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n -1 3 - -. i e* 82 SI 
Fig. 3 Long straight 
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section insertion 

The six long straight sections of the machine are 
equally spaced around the ring. Straight section number 
1 is assigned to the injection system for the input beam 
from the CPS, the second to an extraction system to the 
North Experimental Area, a third to the K.f. accelera- 

ting system, a fourth to a beam dump and the fifth Ke- 
served for future developments. Straight section 6 is 
used for the extraction system to the West Hall. 

No special measures were taken to reduce the beat 
of the momentum compaction function Fig. 4. It is a 
convenience to have rather small op in the long straight 
sections. 
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Fig. 4 Momentum compaction function in one SupeKpeKiOd 

As the design progressed it was decided to enlarge 
the four central quadrupoles in the three symmetrically 
spaced straight sections for extraction and beam dump- 
ing . By scaling both length and aperture by the same 
ratio 11:9,no first order perturbation is made to the 
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12.3 Example: Periodic accelrator built of FODO structures

SPS/CERN (Super Proton Synchrotron)
108 Cells [ QF+4D(r0=741.2 m; a=8.445 mrad)+QD ]
6 Superperiods of 14 Cells + 4 insertions with missing dipoles

Edge focusing ~ 10-5 m-1 - neglect
<latexit sha1_base64="MiYFvcNxWNbdLfhuvxKqOlkWnpU=">AAACD3icbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwaDEJuwGH7EQgmksI5gHZGOYndwkQ2Z2l5lZISzJF9j4KzYWitja2vk3Th6FJh64cDjnXu69xws5U9q2v63E0vLK6lpyPbWxubW9k97dq6ogkhQqNOCBrHtEAWc+VDTTHOqhBCI8DjWvXxr7tQeQigX+nR6E0BSk67MOo0QbqZU+dkXUKl1dOrnCed6+dymTdDTKxq4UOASJRyXgfHjSSmfsnD0BXiTOjGTQDOVW+sttBzQS4GvKiVINxw51MyZSM8phmHIjBSGhfdKFhqE+EaCa8eSfIT4ySht3AmnK13ii/p6IiVBqIDzTKYjuqXlvLP7nNSLdKTRj5oeRBp9OF3UijnWAx+HgNpNANR8YQqhk5lZMe0QSqk2EKROCM//yIqnmc85Zzr49zRSvZ3Ek0QE6RFnkoAtURDeojCqIokf0jF7Rm/VkvVjv1se0NWHNZvbRH1ifP3damxA=</latexit>

µC = 91.8620� (per Cell) <latexit sha1_base64="S1xxymkzZkk3H/kd1HmV/T0IzxI="></latexit>

µ = 91.8620� ⇥ 108

= 9921.10� (per revolution)

| ) Q = 27.559

Due to slightly different field gradients in QF and QD (3 ‰)

Qx = 27.574 and Qy=27.554 
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Fig. 2(b) Beam envelope fitting mechanical apertures 

Fig. 2(a) shows the lattice functions. After a 
careful cost optimisation which included coefficients 
for magnet aperture, stored energy Of the power Supply, 

tunnel circumference and running costs, a periodicity Of 
108 and a phase advance of 920 per period were chosen. 
Lattices with fewer periods and lower Q tended to have 
large lattice functions and apeKtUKeS. Those with lar- 
ger numbers of periods required more focussing and 
bending magnets. The many factors of 108 left several 
options open in the symmetrical arrangement of CoKKec- 

tion magnets and a phase advance of almost 9Q” was a 
considerable conceptual simplification. 

In retrospect the rather high Q had another ad- 
vantage, it tended to reduce op which has a direct in- 
fluence on the chromaticity Q spread caused by Sextu- 
pole guide field imperfections. 

Fig, 2(b) shows the envelope of a beam which just 
fits the mechanical apertures. The cost saving to be 
had from matching two types of dipole apertures to the 
envelope outweighed the extra tooling and development 
costs. 

On the other hand although the beam has a very 
different aspect ratio at F and D quadrupoles both 
sections fit well into a single symmetrical quadrupole 
design. Of COUKSe the F and D quadrupoles are powered 
by independent power supplies to allow Q tuning but are 
otherwise identical. 

Long Straight Section InSeKtiOnS 

The machine is divided into six identical super- 

periods. Each superperiod is composed of fourteen nor- 
mal periods and a sequence of four special periods which 
form the long straight section insertion. Bending mag- 
nets are omitted from the special periods to make room 
for the moKe bulky components of the machine but the 
regular spacing of quadrupoles is preserved throughout 
the superperiod. 

The sequence of special periods in the insertion 
is shown in Fig. 3. The pattern is mainly determined 
by the design of the extraction channel, 
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section insertion 

The six long straight sections of the machine are 
equally spaced around the ring. Straight section number 
1 is assigned to the injection system for the input beam 
from the CPS, the second to an extraction system to the 
North Experimental Area, a third to the K.f. accelera- 

ting system, a fourth to a beam dump and the fifth Ke- 
served for future developments. Straight section 6 is 
used for the extraction system to the West Hall. 

No special measures were taken to reduce the beat 
of the momentum compaction function Fig. 4. It is a 
convenience to have rather small op in the long straight 
sections. 
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Fig. 4 Momentum compaction function in one SupeKpeKiOd 

As the design progressed it was decided to enlarge 
the four central quadrupoles in the three symmetrically 
spaced straight sections for extraction and beam dump- 
ing . By scaling both length and aperture by the same 
ratio 11:9,no first order perturbation is made to the 
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Fig. 2(a) shows the lattice functions. After a 
careful cost optimisation which included coefficients 
for magnet aperture, stored energy Of the power Supply, 

tunnel circumference and running costs, a periodicity Of 
108 and a phase advance of 920 per period were chosen. 
Lattices with fewer periods and lower Q tended to have 
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ger numbers of periods required more focussing and 
bending magnets. The many factors of 108 left several 
options open in the symmetrical arrangement of CoKKec- 

tion magnets and a phase advance of almost 9Q” was a 
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In retrospect the rather high Q had another ad- 
vantage, it tended to reduce op which has a direct in- 
fluence on the chromaticity Q spread caused by Sextu- 
pole guide field imperfections. 

Fig, 2(b) shows the envelope of a beam which just 
fits the mechanical apertures. The cost saving to be 
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envelope outweighed the extra tooling and development 
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On the other hand although the beam has a very 
different aspect ratio at F and D quadrupoles both 
sections fit well into a single symmetrical quadrupole 
design. Of COUKSe the F and D quadrupoles are powered 
by independent power supplies to allow Q tuning but are 
otherwise identical. 
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The machine is divided into six identical super- 

periods. Each superperiod is composed of fourteen nor- 
mal periods and a sequence of four special periods which 
form the long straight section insertion. Bending mag- 
nets are omitted from the special periods to make room 
for the moKe bulky components of the machine but the 
regular spacing of quadrupoles is preserved throughout 
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The six long straight sections of the machine are 
equally spaced around the ring. Straight section number 
1 is assigned to the injection system for the input beam 
from the CPS, the second to an extraction system to the 
North Experimental Area, a third to the K.f. accelera- 

ting system, a fourth to a beam dump and the fifth Ke- 
served for future developments. Straight section 6 is 
used for the extraction system to the West Hall. 

No special measures were taken to reduce the beat 
of the momentum compaction function Fig. 4. It is a 
convenience to have rather small op in the long straight 
sections. 
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As the design progressed it was decided to enlarge 
the four central quadrupoles in the three symmetrically 
spaced straight sections for extraction and beam dump- 
ing . By scaling both length and aperture by the same 
ratio 11:9,no first order perturbation is made to the 
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Qx = 27.574 and Qy=27.554 

!!! However, the running point is now at 27.4. Why? !!!

<latexit sha1_base64="FEGYV+mvp8gC9Xn+54Z4k3j0nk4=">AAAB+nicbVDLTgIxFO3gC/E16NJNIzFxNZlBETYmRDcuMZFHAhPS6XSgodNO2o6GIJ/ixoXGuPVL3Pk3FpiFgie5yck59+bee4KEUaVd99vKra1vbG7ltws7u3v7B3bxsKVEKjFpYsGE7ARIEUY5aWqqGekkkqA4YKQdjG5mfvuBSEUFv9fjhPgxGnAaUYy0kfp2sdLDodCwXHUu4RX0zmt9u+Q67hxwlXgZKYEMjb791QsFTmPCNWZIqa7nJtqfIKkpZmRa6KWKJAiP0IB0DeUoJsqfzE+fwlOjhDAS0hTXcK7+npigWKlxHJjOGOmhWvZm4n9eN9VRzZ9QnqSacLxYFKUMagFnOcCQSoI1GxuCsKTmVoiHSCKsTVoFE4K3/PIqaZUdr+K4dxel+nUWRx4cgxNwBjxQBXVwCxqgCTB4BM/gFbxZT9aL9W59LFpzVjZzBP7A+vwBkwSRmg==</latexit>

5 · 27.6 = 138
5th order resonance

With 6 SP ⇒
4.6 betatron oscillations per period
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Stability criterion
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sind,
1

f1y
= − 1

f1x
,

1
f2y

= − 1
f2x

.

Wenn das Stabilitätskriterium für beide Schwingungsebenen erfüllt ist, gilt
| cosµx| < 1 und | cosµy| < 1. Wir erhalten daher zwei Bedingungsgleichun-
gen für |d/2f1| und |d/2f2|. Wir nehmen an, dass der erste Quadrupol hori-
zontal und der zweite Quadrupol vertikal fokussierend ist, und führen folgende
Abkürzungen für die relativen Stärken Fx und Fy ein,

Fx =
∣∣∣∣

d

2f1

∣∣∣∣ , Fy =
∣∣∣∣

d

2f2

∣∣∣∣ .

Damit erhalten wir

0 < sin2 µx

2
< 1 , 0 < Fx − Fy + FxFy < 1 ,

0 < sin2 µy

2
< 1 , 0 < −Fx + Fy + FxFy < 1 .

Für die Grenzlinie des stabilen Bereiches erhalten wir

µx = 0: Fy =
Fx

1− Fx
, µx = 180◦ : Fx = 1 ,

µy = 0: Fy =
Fx

1 + Fx
, µy = 180◦ : Fy = 1 .

Das resultierende Stabilitätsdiagramm ist in Abb. 6.13 dargestellt. Der stabile
Bereich hat die Form einer Krawatte (”necktie“). Die Brennweiten der beiden
Quadrupole müssen auf jeden Fall größer als der halbe Abstand zwischen den
Hauptebenen sein, d. h. |f1| > d/2 und |f2| > d/2. Im Übrigen dürfen sich Fx

und Fy nur innerhalb eines bestimmten Bereiches voneinander unterscheiden,
d. h. die beiden Brechkräfte dürfen nicht beliebig unterschiedlich sein. Die

Abb. 6.13. Stabilitätsdiagramm einer FODO-Struktur. Der stabile Bereich hat die
Form einer Krawatte (

”
necktie“)

Necktie diagram

276 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

ne Superperiode aus 14 normalen Einheitszellen (N.P. = ”normal period“)
mit einem Einschub (”insertion“) aus vier speziellen Zellen. In den bei-
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Aufweitung wird vermieden, wenn D(s) und D′(s) vernachlässigbar klein
sind.

Die in der Abb. 6.12 gezeigte Dispersionsfunktion für eine Superpe-
riode wiederholt sich bei einem Umlauf insgesamt sechs Mal. Die starke
Modulation zwischen 0 und 4 m kann zur Messung der relativen Impuls-
abweichung des gesamten Teilchenstrahls von dem Sollimpuls p0 verwen-
det werden. Der Sollimpuls ist durch den Fahrplan der Magnetfeldeinstel-
lung der Dipolmagnete vorgegeben. Durch eine optimale Anpassung der HF-
Beschleunigung ist es möglich, eine relative Impulsabweichung ∆p/p0 ≈ 0 zu
erreichen.

6.8.4 Stabilitätsgrenzen der FODO-Struktur

Wir untersuchen die Grenzen des stabilen Bereiches für einen Beschleuniger-
ring, der aus N identischen Einheitszellen mit FODO-Struktur aufgebaut ist.
Wir betrachten wieder eine ”separated function“-Maschine bei extrem hohen
Energien, bei der die Fokussierungsstärke der Ablenkmagnete im Vergleich
zur Fokussierungsstärke der Quadrupolmagnete vernachlässigbar ist. Die fo-
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nem weiten Bereich frei wählbar. Die Stabilitätsgrenzen ergeben sich aus der
Forderung, dass das Stabilitätskriterium | cosµ| < 1 sowohl für die horizontale
wie die vertikale Schwingungsebene erfüllt sein muss, d. h.

−1 < cosµ < 1 , −1 < 1− d

f1
− d

f2
+

d2

2f1f2
< 1 ,

0 < sin2 µ

2
< 1 , 0 <

d

2f1
+

d

2f2
− d

2f1

d

2f2
< 1 .

Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir die Näherung, bei der die hori-
zontalen und vertikalen Brechkräfte eines Quadrupols entgegengesetzt gleich
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13. Distortions and Resonances

13.2 Dipole errors

- Starting from equilibrium trajectory

7

Störfelder und Resonanzen

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Störungen, die bei einem Kreisbe-
schleuniger durch Dipol-, Quadrupol- und Sextupolfeldfehler erzeugt werden,
definieren die Chromatizität und diskutieren die Korrektur der Chromatizität
mithilfe von Sextupolmagneten. Wir betrachten schließlich Resonanzen, das
Arbeitspunktdiagramm und die Fourieranalyse von Feldstörungen.

7.1 Dipolfeldfehler

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Störung der geschlossenen Gleichge-
wichtsbahn durch Dipolfeldfehler und die Möglichkeiten zur Korrektur dieser
Störung.

7.1.1 Gestörte Gleichgewichtsbahn

Ein Dipolfeldfehler δB an der Stelle s0, der sich über eine infinitesimal kurze
Wegstrecke ∆s erstreckt, verursacht eine lokale Störung, die sich in der Form
einer Winkeländerung (”Kick“) ∆x′ äußert,

∆x′ =
− δB
Bρ

∆s = F (s0)∆s . (7.1)

Die gesamte Gleichgewichtsbahn wird hierdurch modifiziert. In der englisch-
sprachigen Literatur wird hierfür der Begriff ”closed orbit distortion“ verwen-
det. Wenn eine Störung vorliegt, machen die Teilchen Betatronschwingun-
gen um die gestörte Gleichgewichtsbahn. Die ursprünglich eingeführte ideale
Gleichgewichtsbahn wird durch die gestörte Gleichgewichtsbahn ersetzt. Wir
beschreiben die gestörte Gleichgewichtsbahn durch die Funktion xc(s), die

„Closed orbit distortion“

290 7 Störfelder und Resonanzen

den Abstand zur idealen Gleichgewichtsbahn angibt. An der Störstelle erhal-
ten wir xc(s0) und x′

c(s0) unter Berücksichtigung der Periodizitätsbedingung
aus der Gleichung (siehe Abb. 7.1)

(
xc

x′
c

)

s0

= M(s0)
(

xc

x′
c +∆x′

)

s0

. (7.2)

Zur Lösung machen wir für xc(s) den Ansatz

xc(s) = ac

√
β(s) cos

ψc︷ ︸︸ ︷
[ψ(s)− ψ(s0)−Qπ] , −Qπ ≤ ψc ≤ +Qπ . (7.3)

An der Störstelle s0 ist die Phase ψc = −Qπ. An der diametral gegenüber-
liegenden Stelle s0 + C/2, d. h. nach einem halben Umlauf, ist ψc = 0. Nach
einem vollen Umlauf, d. h. an der Stelle s0+C ist ψc = +Qπ. Durch Einsetzen

Abb. 7.1. Oben: Gestörte Gleichgewichtsbahn ηC als Funktion von ψC, ηC =
aC cosψC, −Qπ ≤ ψC < +Qπ. Unten: Darstellung der gestörten Gleichgewichtsbahn
im Kreisdiagramm. Der Feldfehler verursacht an der Störstelle bei ψC = +Qπ einen
positiven Winkelkick. Nach dem Winkelkick macht die gestörte Gleichgewichtsbahn
auf dem Weg von ψC = −Qπ nach ψC = +Qπ insgesamt Q Kreisumläufe

Describes the distored reference orbit

0

0
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Solution is analogous to the case of dispersion

Distorted orbit:
<latexit sha1_base64="WYP8e7+6bJ0ZtklfAbAD5B8Fjh8="></latexit>

xc(s) =

p
�(s)

2 sin(Q⇡)
�x0

p
�(s0) cos[ (s)� (s0)�Q⇡]

Floquet transformation:
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von (7.3) in (7.2) finden wir
(

xc

x′
c

)

s0

=
(

1
2β∆x′ cotQπ

− 1
2∆x′[1 + α cotQπ]

)

s0

. (7.4)

Damit ist die Amplitude ac festgelegt,

ac =
√
β(s0)∆x′

2 sinQπ
. (7.5)

Bei dem Lösungsansatz (7.3) haben wir stillschweigend angenommen, dass
s > s0 und ψ(s) > ψ(s0). Wenn ψ(s) < ψ(s0) müssen wir ψ(s) durch ψ(s +
C) = ψ(s) + Q2π ersetzen. Damit erhalten wir

xc(s) =
√
β(s)

2 sin Qπ
∆x′√β(s0) cos[ψ(s)− ψ(s0)−Qπ] , ψ(s) > ψ(s0) ,

(7.6)

=
√
β(s)

2 sin Qπ
∆x′

√
β(s0) cos[ψ(s0)− ψ(s)−Qπ] , ψ(s) < ψ(s0) .

(7.7)

Am einfachsten ist die Herleitung dieser Zusammenhänge nach einer
Floquet-Transformation mithilfe des Kreisdiagramms (siehe Abb. 7.1). Für
die gestörte Gleichgewichtsbahn machen wir den Ansatz

ηc = ac cos

ψc︷ ︸︸ ︷
[ψ(s)− ψ(s0)−Qπ] . (7.8)

Aus der Forderung nach Periodizität folgt aus trigonometrischen Gründen
für den Winkelkick ein Sprung von dη/dψ = −ac sin Qπ nach dη/dψ =
+ac sin Qπ, d. h.

∆

(
dη
dψ

)
=
√
β(s0)∆x′ = 2ac sinQπ . (7.9)

Daraus folgt unmittelbar der Zusammenhang (7.5) zwischen der Amplitude ac

und der Störung ∆x′ und (7.6) bzw. (7.7).
Aus (7.6) bzw. (7.7) ziehen wir folgende wichtige Schlussfolgerungen über

die Auswirkung einer lokalen Störung:

1. xc(s) ∝ ∆x′ ,

2. xc(s) ∝
√
β(s0) ,

3. xc(s) ∝
√
β(s) ,

4. xc(s) ∝ 1/ sinQπ .
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Distorted orbit:
<latexit sha1_base64="WYP8e7+6bJ0ZtklfAbAD5B8Fjh8="></latexit>

xc(s) =

p
�(s)

2 sin(Q⇡)
�x0

p
�(s0) cos[ (s)� (s0)�Q⇡]

<latexit sha1_base64="b3YnHyXNXWnfciXp9xBopVxA8g8="></latexit>

xc(s) =

p
�(s)

2 sin(Q⇡)

Z s+C

s
F (s̄)

p
�(s) cos[ (s̄)� (s)�Q⇡]ds̄

In general from (many distortions):

F(s) – distortion function

Consequences:
<latexit sha1_base64="bD8SOPvJcmauif46OFGqsvRWYdI="></latexit>

xc(s) / �x0

xc(s) /
p
�(s0)

xc(s) /
p

�(s)

xc(s) / 1/ sin(Q⇡)
<latexit sha1_base64="bLNQYGVryNQAgzTeLjf1lGtIliM=">AAACD3icbVA9SwNBEN3z2/gVtbRZDIpVuBNFy6CNhYWCMYEkhL3NXFzc2z1255Rw5H6BjX/FxkIRW1s7/42bj0KNDwYe780wMy9MpLDo+1/e1PTM7Nz8wmJhaXllda24vnFtdWo4VLmW2tRDZkEKBVUUKKGeGGBxKKEW3p4O/NodGCu0usJeAq2YdZWIBGfopHZxt3kOETJj9H2eX+ZZ08SUM5UrjXkIuVAIXTD9drHkl/0h6CQJxqRExrhoFz+bHc3TGBRyyaxtBH6CrYwZFFxCv9BMLSSM37IuNBxVLAbbyob/9OmOUzo00saVQjpUf05kLLa2F4euM2Z4Y/96A/E/r5FidNzKhEpSBMVHi6JUUtR0EA7tCAMcZc8Rxo1wt1J+wwzj6CIsuBCCvy9Pkuv9cnBY9i8PSpWTcRwLZItskz0SkCNSIWfkglQJJw/kibyQV+/Re/bevPdR65Q3ntkkv+B9fAM8D54N</latexit>

( Q can not be integer

CorrecHon magnets
(trial & error)
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Quadrupole magnet is a lense with focal length f
Small distortions -> additional (de)focusing <latexit sha1_base64="vj6Dm7q7lbqkKSg4Q9p32BG0KqE=">AAACBnicbZDLSsNAFIYnXmu9RV2KMFgEVyURRTdCURcuK9gLNKFMJpN26OTCzIlQQlZufBU3LhRx6zO4822cpllo6w8DH/85hzPn9xLBFVjWt7GwuLS8slpZq65vbG5tmzu7bRWnkrIWjUUsux5RTPCItYCDYN1EMhJ6gnW80fWk3nlgUvE4uodxwtyQDCIecEpAW33zwAkkoZmdZ0F+6fhMAMEj7NwUoPpmzapbhfA82CXUUKlm3/xy/JimIYuACqJUz7YScDMigVPB8qqTKpYQOiID1tMYkZApNyvOyPGRdnwcxFK/CHDh/p7ISKjUOPR0Z0hgqGZrE/O/Wi+F4MLNeJSkwCI6XRSkAkOMJ5lgn0tGQYw1ECq5/iumQ6JzAZ1cVYdgz548D+2Tun1Wt+5Oa42rMo4K2keH6BjZ6Bw10C1qohai6BE9o1f0ZjwZL8a78TFtXTDKmT30R8bnD3a4mHc=</latexit>

1

f
= �k�s

Twiss matrix:

<latexit sha1_base64="IqEIv6WxdwqSDz/la1UIThb6Iuo="></latexit>

M0 =

✓
↵ �
�� �↵

◆

Undistorted matrix
<latexit sha1_base64="rAeHv1kkvn6X3pvaKIzMMJkXYqA=">AAACHHicbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3wWJ1VRMf6EYounFTqGAf0JQymd60QyeTMDMRS+iHuPFX3LhQxI0Lwb9x+gC19cAwh3Pu5d57/JhRqRzny8jMzS8sLmWXzZXVtfUNa3OrKqNEEKiQiEWi7mMJjHKoKKoY1GMBOPQZ1Pze1dCv3YGQNOK3qh9DM8QdTgNKsNJSyzou7V+Yng8dytM4xErQ+4Hp5h3PM93DIO/q3wPe/vFKLadl5ZyCM4I9S9wJyaEJyi3rw2tHJAmBK8KwlA3XiVUzxUJRwmBgeomEGJMe7kBDU45DkM10dNzA3tNK2w4ioR9X9kj93ZHiUMp+6OtKvWNXTntD8T+vkajgvJlSHicKOBkPChJmq8geJmW3qQCiWF8TTATVu9qkiwUmSudp6hDc6ZNnSfWo4J4WnJuTXPFyEkcW7aBddIBcdIaK6BqVUQUR9ICe0At6NR6NZ+PNeB+XZoxJzzb6A+PzG+9rn24=</latexit>

M 0 =

✓
1 0

1/f 1

◆
M0

An additional thin lense

13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)
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<latexit sha1_base64="tXzM/noxacoH5rbNoaHfGALtE2M=">AAACEXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkWsCGVGFF1UKOrCZQX7gM4wZNJMG5rMDElGKEP7CW78FTcuFHHrzp1/Y9oOqNUDCeeecy/JPX7MqFSW9Wnk5uYXFpfyy4WV1bX1DXNzqyGjRGBSxxGLRMtHkjAakrqiipFWLAjiPiNNv3859pt3REgahbdqEBOXo25IA4qR0pJnlhye7J/ry7MOnSvCFIK6GI1K3wWsVKB94JlFq2xNAP8SOyNFkKHmmR9OJ8IJJ6HCDEnZtq1YuSkSimJGhgUnkSRGuI+6pK1piDiRbjrZaAj3tNKBQST0CRWcqD8nUsSlHHBfd3KkenLWG4v/ee1EBWduSsM4USTE04eChEEVwXE8sEMFwYoNNEFYUP1XiHtIIKx0iAUdgj278l/SOCrbJ2Xr5rhYvcjiyIMdsAtKwAanoAquQQ3UAQb34BE8gxfjwXgyXo23aWvOyGa2wS8Y7184EJtX</latexit>

µ0 = µ0 +�µ (�µ << 1)

<latexit sha1_base64="MkKYKt9d3yPxsbOuJjqj1EVvTTY="></latexit>

cosµ =
1

2
Tr(M) = cos(µ0)�

1

2

�0

f
sin(µ0)

Stability condition:

An additional term

<latexit sha1_base64="FSAfTu6kvefESosokseJDMVzqD4=">AAACHHicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRbBVZmpim4EURcuW7C10BmGTHqmDWYuJGeEMsyDuPFV3LhQxI0LwbcxvSy0+kPgy3/OITl/kEqh0ba/rLn5hcWl5dJKeXVtfWOzsrXd1kmmOLR4IhPVCZgGKWJooUAJnVQBiwIJt8Hd5ah+ew9KiyS+wWEKXsT6sQgFZ2gsv3LoXoFE5kbZWd1NxeRGm2duqBjPnSKvFxN0A0Dm20UeFn6latfssehfcKZQJVM1/MqH20t4FkGMXDKtu46dopczhYJLKMpupiFl/I71oWswZhFoLx8vV9B94/RomChzYqRj9+dEziKth1FgOiOGAz1bG5n/1boZhqdeLuI0Q4j55KEwkxQTOkqK9oQCjnJogHElzF8pHzCTBZo8yyYEZ3blv9Cu15zjmt08qp5fTOMokV2yRw6IQ07IObkmDdIinDyQJ/JCXq1H69l6s94nrXPWdGaH/JL1+Q3pJKHp</latexit>
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Can be used to measure b0

13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)
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13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)

Result: shift of operation point
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Similar as in the case of the dispersion, but b instead of
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Important: 2Qp -> Q=half-integer -> Resonance
Stop-band of second order
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Floquet transformation

Kick:

7.2 Quadrupol- und Sextupolfeldfehler 295

der Beschleuniger aufgrund von Gradientenfehlern instabil wird. Zur Veran-
schaulichung eines Stoppbandes zweiter Ordnung nehmen wir eine einzelne,
isolierte Quadrupolstörung im Bereich eines fokussierenden Quadrupols an,
d. h. an einer Stelle mit maximaler Betatronfunktion β̂, bei der zudem die
Phasenellipsen aufrecht stehen. Die Stärke der Quadrupolstörung wird durch
die zusätzliche Fokussierungsstärke einer dünnen Linse 1/f beschrieben. Die
Störung erzeugt einen Kick ∆y′, der proportional zur Ortsabweichung y ist.

∆y′ = − y

f
= − 1

f
a
√
β cosψ . (7.21)

Zur Beschreibung der resonanten Störung ist es sinnvoll, die Bewegung nach
einer Floquet-Transformation (6.43) (y, y′) → (η, dη/dψ) im Kreisdiagramm
zu verfolgen. Das Kreisdiagramm ist sehr hilfreich zur Beschreibung einzel-
ner Bahnen (”tracking“). Man kann natürlich jederzeit wieder mit (6.46) in
die Originalkoordinaten zurücktransformieren. Wie in Abb. 7.2 dargestellt,
erfährt ein Teilchen mit η = a cosψ durch die Quadrupolstörung einen Kick
∆(dη/dψ),

∆

(
dη
dψ

)
= − 1

f
aβ cosψ . (7.22)

Diese lokale Störung führt zu einer Amplitudenstörung ∆a und einer Phasen-
störung ∆ψ

∆a = ∆

(
dη
dψ

)
sinψ = −aβ

f
cosψ sinψ , (7.23)

∆ψ = −1
a
∆

(
dη
dψ

)
cosψ =

β

f
cos2 ψ . (7.24)

Abb. 7.2. Illustration zum Stoppband zweiter Ordnung. Der Gradientenfehler ist
in Resonanz mit der Betatronschwingung. Bei Erreichen der entsprechenden Beta-
tronphase (hier ψ = 45◦) wird die Trajektorie durch die Störung in die Resonanz
getrieben und in der Resonanz gehalten
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Amplitude enlargement

Phase shift
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13.3 Quadrupole errors (stop-band second-order)
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(1� 2 cos(2 ))

Average shift of the working point by
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With superimposed modulation
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ModulaHons and shis are small if b-small and f-large
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13.4 Sextupole errors (stop-band third-order)

Similar to quadrupoles

Resonance of 3Q-integer

Stop-band of 3rd order:
<latexit sha1_base64="Vteaw3DbxOjlMOwi8n53hyBFEdk="></latexit>
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Amplitude of betatron oscillations!!!
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13.4 Sextupole errors (stop-band third-order)

- Non-linear effect (fast grows:                    )
- Dynamic aperture
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