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Lecture 7

Lecture Dates
https://uebungen.physik.uni-heidelberg.de/vorlesung/20222/1611/lecture

Date Topic
19.10.2022 Introduction and basic definitions
26.10.2022 Accelerating structures
02.11.2022 Accelerator Components
09.11.2022 Optics with magnets (1)
16.11.2022 Optics with magnets (2)
23.11.2022 Equations of motion
30.11.2022 Phase ellipses and magneto-optical system / Transverse beam dynamics
07.12.2022 Transverse beam dynamics, beam stability / Longitudinal beam dynamics
14.12.2023 Phase space and beam cooling (Invitation)
11.01.2023 Space charge and beam-beam dynamics
18.01.2023 Physics at Storage Rings
25.01.2023 Physics at Colliders
01.02.2023 New accelerator technologies
08.02.2023 Student seminar
15.02.2023 reserve
22.02.2023 reserve

Wednesdays, 14:15-16:00



Lecture 7

Summary of last lecture

Geometric optics
thin lense
thick lense

Beam Properties
Emi?ance
Beam profile
Beam waist

Transformation of beam ellipses

i_
_
._

L_
J

--
L
- 

".
"^

_.
,_

.._
.,

_ 
._

",
"L

.
~+

~-
v.r

^
ä
<

~
t-

r-
--

4
-1

--
..

^

\

"
(
l-

-L
__

L_
l.

_l fr
-n

-^
'

41
[tt U

._
L

ra

x

-4
--

.

-4
_

-L
ü4

44
S-

|n
5

5
S

H
5

jiT
rc

rT
Q

.r
!

"-L
ll-

4-
44

-
-
"
W

T
-
~

r

it
-
t-

t^
-

t^
tr

-1
^t

'~
'^

t-
,.!

-L
l:
j.
-i
X

L
U

.-
J
--

ä
J
-

J
-_

J
_
1
..

'?-

L
K

L
M

J
^

-i
-^

-'

J
_
_
.1

,._
_
_
^

-r
>

?
-.

^J
_.

.J
-1

_
J

fr
-N̂

:i
tä

X
tg

ü
£

-^
__

~
^_

,^
 \^

>^
.

^
^
L
^
J
_
_

ü
±
-^

U
J
I-

±
±
-u

iJ
^
±

L
-
J
-
^
~

 T
^
-^

,
-
^
.
.

^.
^
. 

^

4-
4-

-
^
4

fH
--

r
W

-T
^-

4
^M

-
^s

q
%

ti
l '

t!
 

J 
^
 
^
 '
l 
^

J
_
_
L
_
_
 

-<
 

A
. 

i 
ri
. 

i

^
-
^
 ]

^
^
1

4
-^

.s
U

m
?
u

n 
i 
,

M
ll
t:

r@
^i

-
iv

--
 ^

.S
l

H
?
rf

^
4

-
-
^
!
-

-T
^r

-r
-1

1~
frr

-r
7
-n

^l
-

4-.
_

J-
^4

_
L

^L
_

j_
^_

^ 
_

^
}|

i 
! ^

 !
' 

! ^
1 

L
^^

^^
-T

^x
'

--
^
-^

--
T

^
l-

M
ü

&
ff

R
Jj

üf
cH

:
ff

iC
T

T
L

:

U
J
-

13
%

3S
S

£:
3

^

i~
T

tH
M

iv

L
_
^^

L
.

M

-
t

L}
--4

-.4
..
-J

-^
_

^i
ix

nZ
Lj

?L
lE

l'K
>

|-
->

r ^L̂

.
1\J

rn
>4

±
K

fc
i±

ti(
te

§
1i 

T

><
H

- 
i!

-^
-.
L

-4
-M

-^
m

^
-^

.
_.

__
L.

...
^.

..

_
!-

U
Ü

-
U

Z
D

J
T

I
l 

jF\
J.
T

;
F

~
±
 
±

-J
-L

'V

_
4

-1
_

4
-_

4
- r-
r^

-

-^
-T

-

LH
11

-:S
_L

 
N

.
-T

--
^t

-

-
A

I
-
-
-
t

^
-r

r-
-

L
_
L
_
L
L
_
L

-^
L_

.L
:

m
^
u
j

W
l

J
-4

-J
-.

l-
J
iJ

.j

y
~

r^
r

' 
^
S

 
' 

! 
'^

1
 

i 
i 

c\!
; 

i' 
i 

1^
1

s
n

d
A

d
^
ir
ii

M
;

-T
^

L
.L

J
_

."

L
Ö

B
-L

U
.

H
-^

T
-H

-M
^

s/
L
4
--

4
^-

J-
F

v-
lX

U
^"

iT
'-
-T

-t
6

^-
T

7
1

-l
L
_
^
-4

^
->

y
-^

-i
-i

1
T

S
T

_
_

-;
_

-.
-
;
-
.

J-
!

^
S

tt^
t

-n
-"

--
h
 

^
H

'p
^
-

-
 
^
 -

N
-H

-4
^
-

L_
_l

_ 
_J

_.
_

-l
-U

-L
^
s
v



Lecture 7

6. Rotations
Positive rotation – clockwise in the s-direction

Coupling of x & y planes (not wanted in most cases)

Rotation by angle (a)
<latexit sha1_base64="GnNwgnf8b4Lys6iNOJQiIhNGvAU="></latexit>

R(↵) =

2

6666664

cos↵ 0 sin↵ 0 0 0
0 cos↵ 0 sin↵ 0 0

� sin↵ 0 cos↵ 0 0 0
0 � sin↵ 0 cos↵ 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3

7777775



Lecture 7

6. Rotations
PosiYve rotaYon – clockwise in the s-direcYon

Coupling of x & y planes (not wanted in most cases)

Rotation by angle (a)
<latexit sha1_base64="GnNwgnf8b4Lys6iNOJQiIhNGvAU="></latexit>

R(↵) =

2

6666664

cos↵ 0 sin↵ 0 0 0
0 cos↵ 0 sin↵ 0 0

� sin↵ 0 cos↵ 0 0 0
0 � sin↵ 0 cos↵ 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3

7777775

Tilted magnets (dipoles, quadrupoles, sextupoles, …



Lecture 7

6. Beam Rotator

- Quadrupole tilted by angle (a)
<latexit sha1_base64="pFFwG3w8YJhBzDEQ/ShvphsWWUc=">AAACCHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEsXDhahLiyJKLoRim5ctsE+oAlhMp20QyeTMDMRSujSjb/ixoUibv0Ed/6N0zYLbT1w4cw59zL3niBhVCrL+jYKS8srq2vF9dLG5tb2jrm715JxKjBp4pjFohMgSRjlpKmoYqSTCIKigJF2MLyd+O0HIiSN+b0aJcSLUJ/TkGKktOSbh5kbhNAZXzuVUxexZIBOHL8BnUr+8M2yVbWmgIvEzkkZ5Kj75pfbi3EaEa4wQ1J2bStRXoaEopiRcclNJUkQHqI+6WrKUUSkl00PGcNjrfRgGAtdXMGp+nsiQ5GUoyjQnRFSAznvTcT/vG6qwisvozxJFeF49lGYMqhiOEkF9qggWLGRJggLqneFeIAEwkpnV9Ih2PMnL5LWWdW+qFqN83LtJo+jCA7AEagAG1yCGrgDddAEGDyCZ/AK3own48V4Nz5mrQUjn9kHf2B8/gD7MZgJ</latexit>

R = R(�↵)RQR(↵)

- Vertical beam deflector (90o)
<latexit sha1_base64="36HUMCTRDiJLZAUOcwU6D82lqFo=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g1WoiCURRV0IRV24rME+oIlhMp20QycPZiZCCf0BN/6KGxeKuHXvzr9x2gbR1gMXzpxzL3Pv8WJGhTSMLy03Mzs3v5BfLCwtr6yu6esbdRElHJMajljEmx4ShNGQ1CSVjDRjTlDgMdLwepdDv3FPuKBReCv7MXEC1AmpTzGSSnL1ndT2fGgNzq3S/plxZ2PK8Z7lXkGrdPDzdvWiUTZGgNPEzEgRZKi6+qfdjnASkFBihoRomUYsnRRxSTEjg4KdCBIj3EMd0lI0RAERTjq6ZgB3ldKGfsRVhRKO1N8TKQqE6Aee6gyQ7IpJbyj+57US6Z86KQ3jRJIQjz/yEwZlBIfRwDblBEvWVwRhTtWuEHcRR1iqAAsqBHPy5GlSPyybx2Xj5qhYucjiyIMtsA1KwAQnoAKuQRXUAAYP4Am8gFftUXvW3rT3cWtOy2Y2wR9oH982jpkd</latexit>

R = R(+90�)RDR(�90�)Upwards:

<latexit sha1_base64="GBwsS02ncb0Gp1QezlqnCMj3sv4=">AAACDXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g1WoiCURRV0IRV24rME+oIlhMp20QycPZiZCCf0BN/6KGxeKuHXvzr9x2gbR1gMXzpxzL3Pv8WJGhTSMLy03Mzs3v5BfLCwtr6yu6esbdRElHJMajljEmx4ShNGQ1CSVjDRjTlDgMdLwepdDv3FPuKBReCv7MXEC1AmpTzGSSnL1ndT2fGgNzq3SwZlxZ2PK8Z7lXkGrtP/zdvWiUTZGgNPEzEgRZKi6+qfdjnASkFBihoRomUYsnRRxSTEjg4KdCBIj3EMd0lI0RAERTjq6ZgB3ldKGfsRVhRKO1N8TKQqE6Aee6gyQ7IpJbyj+57US6Z86KQ3jRJIQjz/yEwZlBIfRwDblBEvWVwRhTtWuEHcRR1iqAAsqBHPy5GlSPyybx2Xj5qhYucjiyIMtsA1KwAQnoAKuQRXUAAYP4Am8gFftUXvW3rT3cWtOy2Y2wR9oH982rpkd</latexit>

R = R(�90�)RDR(+90�)Downwards:
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6. Solenoid



Lecture 7

6. Solenoid

2 regions:

Homogeneous Entrance/Exit

1 2

BS



Lecture 7

6. Solenoid1

Transverse velocity-
component

Rotation:

Parallel to magne>c field: vt=0

Helix-like trajectory

Radius:

Longitudinal velocity-
component

length

<latexit sha1_base64="4sK49D0lbMo684E5t3wGZn2jrSk=">AAACFnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwY0lE0Y1Q6sZlBfuAJoTJdNIOnUnizKRQ0n6FG3/FjQtF3Io7/8ZJm4VtPXDhcM693HuPHzMqlWX9GIWV1bX1jeJmaWt7Z3fP3D9oyigRmDRwxCLR9pEkjIakoahipB0LgrjPSMsf3GZ+a0iEpFH4oEYxcTnqhTSgGCkteeaZuHECgXA6fqyNJ6nTQ5wjyOHQU5M5J9ZCyTPLVsWaAi4TOydlkKPumd9ON8IJJ6HCDEnZsa1YuSkSimJGJiUnkSRGeIB6pKNpiDiRbjp9awJPtNKFQSR0hQpO1b8TKeJSjrivOzlSfbnoZeJ/XidRwbWb0jBOFAnxbFGQMKgimGUEu1QQrNhIE4QF1bdC3Ec6C6WTzEKwF19eJs3zin1Zse4vytVaHkcRHIFjcApscAWq4A7UQQNg8ARewBt4N56NV+PD+Jy1Fox85hDMwfj6BWjNoCU=</latexit>

r =
|qB|
�mvt

=
|qB|
pt

↵ = �qBs

�m

L

vz
= � qBsL

|q(B⇢)0|
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Lecture 7

6. Solenoid2
4.5 Die Transfermatrix 145

Abb. 4.11. Links: Illustration zur transversalen Bewegung eines positiv geladenen
Teilchens in dem homogenen Magnetfeld eines Solenoiden. Ein Teilchen mit den
transversalen Geschwindigkeitskomponenten ẋ0 und ẏ0 bewegt sich in der (x, y)-
Ebene auf einem Kreis mit dem Radius r. Der Ablenkwinkel α ist proportional
zur effektiven Länge L. Die Flugrichtung vz und die Feldrichtung BS zeigen in die
Papierebene. Rechts: Das Randfeld eines Solenoiden. Br: radiale Feldkomponente

∆x′ = − 1
(Bρ)0

∫
Bydz = ±y

K︷ ︸︸ ︷
BS

2(Bρ)0
,

∆y′ = +
1

(Bρ)0

∫
Bxdz = ∓x

K︷ ︸︸ ︷
BS

2(Bρ)0
.

Das obere Vorzeichen bezieht sich auf den Eingang, das untere auf den Aus-
gang des Solenoiden. Die resultierende Matrixgleichung lautet





x
x′

y
y′



 =





1 0 0 0
0 1 ±K 0
0 0 1 0
∓K 0 0 1









x0

x′
0

y0

y′
0



 . (4.86)

Die gesamte R-Matrix erhalten wir durch Matrixmultiplikation. Wir be-
rücksichtigen, dass α = −2KL. Wir notieren die vollständige 6× 6-Matrix,

Solenoid

R =





C2 SC/K SC S2/K 0 0
−KSC C2 −KS2 SC 0 0
−SC −S2/K C2 SC/K 0 0
KS2 −SC −KSC C2 0 0

0 0 0 0 1 L/γ2

0 0 0 0 0 1




. (4.87)

<latexit sha1_base64="pzbzuGRtJ8q1H+s1RwqDLxtF0u0="></latexit>

Br = �r

2

@Bz

@z

Bx =
x

r
Br = �x

2

@Bz

@z

By =
y

r
By = �y

2

@Bz

@z

Detailed discussion - Hinterberger



Lecture 7

6. Solenoid21

Define:
<latexit sha1_base64="trzdPr0JCClDvAb00IISCuDEtV4=">AAACH3icbZDLSsNAFIYn9VbjLerSTbAI7cKaFG+bQrEbQRcV7QWaUCbTaTt0MgkzE6GEvokbX8WNC0XEXd/GaRpEWw8MfPz/OZw5vxdSIqRlTbTM0vLK6lp2Xd/Y3NreMXb3GiKIOMJ1FNCAtzwoMCUM1yWRFLdCjqHvUdz0htWp33zEXJCAPchRiF0f9hnpEQSlkjrGebXsoEDkb24LM3AgDQfwpFRwHP2+7AjCEu84oR+zY+SsopWUuQh2CjmQVq1jfDndAEU+ZhJRKETbtkLpxpBLgige604kcAjREPZxWyGDPhZunNw3No+U0jV7AVePSTNRf0/E0Bdi5Huq04dyIOa9qfif145k79KNCQsjiRmaLepF1JSBOQ3L7BKOkaQjBRBxov5qogHkEEkVqa5CsOdPXoRGqWifFa2701zlKo0jCw7AIcgDG1yACrgGNVAHCDyBF/AG3rVn7VX70D5nrRktndkHf0qbfAPmj5/K</latexit>

C = cos(KL) = cos(↵/2)

S = sin(KL) = � sin(↵/2)

<latexit sha1_base64="ZvgREKhtDjc+aKxYFm5UNiCg9qA="></latexit>

R =

2

6666664

C2 SC/K SC S2/K 0 0
�KSC C2 �KS2 SC 0 0
�SC �S2/K C2 SC/K 0 0
KS2 �SC �KSC C2 0 0
0 0 0 0 1 L/�2

0 0 0 0 0 1

3

7777775

K =
Bs

2(B⇢)0



Lecture 7

6. Rotations
Positive rotation – clockwise in the s-direction

Coupling of x & y planes (not wanted in most cases)

Rotation by angle (a)
<latexit sha1_base64="GnNwgnf8b4Lys6iNOJQiIhNGvAU="></latexit>

R(↵) =

2

6666664

cos↵ 0 sin↵ 0 0 0
0 cos↵ 0 sin↵ 0 0

� sin↵ 0 cos↵ 0 0 0
0 � sin↵ 0 cos↵ 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3

7777775

Reminder:



Lecture 7

6. Solenoid21

<latexit sha1_base64="a+DTrFBYsrdCalu93ESL/avs5Dg="></latexit>

R(↵/2)R =

2

6666664

C S/K 0 0 0 0
�KS C 0 0 0 0
0 0 C S/K 0 0
0 0 �KS C 0 0
0 0 0 0 1 L/�2

0 0 0 0 0 1

3

7777775

Focusing in both planes
Focusing in independend from the direction of Bs

PosiYve parYcle flying in the direcYon of Bs: RotaYon counter-clockwise
<latexit sha1_base64="NrSzqeqcddlRRv3c8OpGMbsNRNE=">AAACAXicbVDLSsNAFJ34rPUVdSO4GSxC3ZSkKLoRSt0IbirYBzQhTKaTduhkJsxMhBLqxl9x40IRt/6FO//GaZuFth64cDjnXu69J0wYVdpxvq2l5ZXVtfXCRnFza3tn197bbymRSkyaWDAhOyFShFFOmppqRjqJJCgOGWmHw+uJ334gUlHB7/UoIX6M+pxGFCNtpMA+vL3yIolwVg/UOKuW654ciMA5HQd2yak4U8BF4uakBHI0AvvL6wmcxoRrzJBSXddJtJ8hqSlmZFz0UkUShIeoT7qGchQT5WfTD8bwxCg9GAlpims4VX9PZChWahSHpjNGeqDmvYn4n9dNdXTpZ5QnqSYczxZFKYNawEkcsEclwZqNDEFYUnMrxANkAtEmtKIJwZ1/eZG0qhX3vOLcnZVq9TyOAjgCx6AMXHABauAGNEATYPAInsEreLOerBfr3fqYtS5Z+cwB+APr8wc+fJYc</latexit>

K =
Bs

2(B⇢0)

<latexit sha1_base64="WIMAlkKbbHjGZrOG43eFCzyk0rk=">AAAB/XicbVDLSsNAFL2pr1pf8bFzEyyCG0tSFN0IRTeCLirYBzShTKaTduhkEmYmQg3BX3HjQhG3/oc7/8Zpm4W2HrhwOOde7r3HjxmVyra/jcLC4tLySnG1tLa+sbllbu80ZZQITBo4YpFo+0gSRjlpKKoYaceCoNBnpOUPr8Z+64EISSN+r0Yx8ULU5zSgGCktdc09NxAIpy5i8QBlaTW7OL657Zplu2JPYM0TJydlyFHvml9uL8JJSLjCDEnZcexYeSkSimJGspKbSBIjPER90tGUo5BIL51cn1mHWulZQSR0cWVN1N8TKQqlHIW+7gyRGshZbyz+53USFZx7KeVxogjH00VBwiwVWeMorB4VBCs20gRhQfWtFh4gHYfSgZV0CM7sy/OkWa04pxX77qRcu8zjKMI+HMAROHAGNbiGOjQAwyM8wyu8GU/Gi/FufExbC0Y+swt/YHz+AA4+lPQ=</latexit>↵

2
= �KLMajor parameters



Lecture 7

6. Solenoid21
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Tabelle 4.1. Optische Abbildungsbedingungen

Abbildung radial axial

Punkt-zu-Punkt R12 = (x|x′) = 0 R34 = (y|y′) = 0
Punkt-zu-Parallel R22 = (x′|x′) = 0 R44 = (y′|y′) = 0
Parallel-zu-Punkt R11 = (x|x) = 0 R33 = (y|y) = 0
Parallel-zu-Parallel R21 = (x′|x) = 0 R43 = (y′|y) = 0
Ortsdispersion = 0 R16 = (x|δ) = 0
Winkeldispersion = 0 R26 = (x′|δ) = 0

Damit erhält das Bogenmaß 1 mrad eine sehr anschauliche Bedeutung. Der
Winkel 1 mrad, der 0,0573◦ entspricht, ist gleich 1 mm dividiert durch 1 m.
In der Ionenoptik werden die Winkelabweichungen immer im Bogenmaß, d. h.
in der Einheit 1 rad, 1 mrad oder auch 1 µrad angegeben.

Der Matrixformalismus ist besonders einfach und hilfreich bei der Berech-
nung konkreter optischer Abbildungsbedingungen. Spezielle Anforderungen
an die Optik, z.B. eine Punkt-zu-Punkt-Abbildung der Startebene auf eine
Zielebene, legen den Wert bestimmter Matrixelemente fest (siehe Tabelle 4.1).
Die variabel einstellbaren ionenoptischen Parameter (z. B. die Stärke der Feld-
gradienten der Quadrupole) lassen sich unter Berücksichtigung solcher Bedin-
gungen mit einem Ionenoptikprogramm durch eine ”least-square“-Anpassung
berechnen.

4.3 Bewegungsgleichung in linearer Näherung

Wir skizzieren hier zunächst eine einfache Ableitung der Bewegungsglei-
chungen in linearer Näherung. Eine detaillierte Behandlung der Bewegungs-
gleichungen folgt in Abschn. 4.10. Wer ungeduldig ist, kann diesen Abschnitt
überfliegen. Wir gehen von der Newton’schen Bewegungsgleichung aus. Die
kinematischen Größen wie Position r, Geschwindigkeit v, Impuls p sind Funk-
tionen der Zeit t. Wir eliminieren die Zeit t und benutzen ab (4.31) als un-
abhängigen Parameter den Weg s entlang der Sollbahn. Die Differenziation
nach der Zeit t wird durch einen Punkt, die Differenziation nach dem Weg s
durch einen Strich angedeutet. Zur Beschreibung eines Teilchens gehen wir
von der Parameterdarstellung der Bahnkurve r(t) aus. Hierbei ist r der Orts-
vektor bezüglich eines raumfesten Koordinatensystems und t die Zeit. Die
Geschwindigkeit v = ṙ und die Beschleunigung v̇ = r̈ ergeben sich durch
Differenziation nach der Zeit.

In einem statischen Magnetfeld ist die zeitliche Änderung des Impulses p
durch die Lorentzkraft bestimmt,

ṗ = q v ×B . (4.25)

From Hinterberger

(linear approximaYon)
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Abb. 4.31. Doppeltteleskopische Abbildung mit zwei Quadrupoltripletts

kombiniert werden, entsteht eine doppeltteleskopische Abbildung mit dem
Abbildungsmaßstab (1 : −1).

Doppeltteleskopische Abbildung mit vier Quadrupolmagneten

Das System11 ist in der Abb. 4.32 dargestellt. Die Quadrupolmagnete sind
in der Form von zwei identischen Dublettlinsen angeordnet. Alle vier Qua-
drupolmagnete haben die gleiche effektive Länge und bis auf das Vorzeichen
den gleichen Feldgradienten. In der Näherung (4.190) gilt nach (4.195) für
die Brennweiten eines Dubletts fx = f2/d und fy = f2/d. Hierbei ist |f | die
Brennweite des einzelnen Quadrupolmagneten. Die Bedingung für Teleskopie
in der x- und y-Ebene bedeutet, 2fx = l und 2fy = l, d. h.

|f | =
1√
2

√
ld . (4.211)

Die resultierenden Transfermatrizen lauten

Rx =
(
−1 0
0 −1

)
, Ry =

(
−1 0
0 −1

)
. (4.212)

Das Verhältnis der Abstände l und d ist frei wählbar. Insbesondere ist es
möglich, d = l zu wählen, d. h. gleicher Abstand l zwischen den Quadru-
polmagneten. Bei einem fest vorgegebenen Abstand zwischen Eingang und
Ausgang bedeutet eine Anordnung mit d = l maximal große Brennweite |f |
und minimal kleine Brechkraft |1/f | für den einzelnen Quadrupol. Diese Wahl
ist besonders günstig, wenn es darauf ankommt, mit dem geringsten Aufwand
an Quadrupolstärke, d. h. Brechkraft, auszukommen. Die Gleichung (4.211)
11 Bei einem Kreisbeschleuniger wird die periodische Anordnung von fokussierenden

und defokussierenden Quadrupolen FODO-Struktur genannt (siehe Abschn. 6).

Two quadrupole triplets
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Abb. 4.32. Doppeltteleskopische Abbildung mit vier Quadrupolmagneten

kann nur im Rahmen der Näherung (4.190) für die Abschätzung der Brenn-
weite der einzelnen Quadrupole verwendet werden. Die korrekte Quadrupoler-
regung kann jedoch leicht mit einem Computerprogramm numerisch ermittelt
werden. Dabei werden auch die Unterschiede in der Lage der Hauptebenen
automatisch mitberücksichtigt. Es ist jedoch wichtig festzuhalten, dass we-
gen der inneren Symmetrie der Anordnung die doppeltteleskopische Abbil-
dung mit identischen gleich stark erregten Quadrupolen realisiert werden kann.
Man kann daher z. B. alle vier Quadrupolmagnete in Serienschaltung mit ei-
nem einzigen Netzgerät erregen, d. h. man hat den großen Vorteil einer Ein-
Parameter-Einstellung.

Wenn man die innere Symmetrie des in Abb. 4.32 abgebildeten Systems
aufgibt, ist es sogar möglich, doppeltteleskopische Abbildungen mit dem Ab-
bildungsmaßstab |M | > 1 oder auch |M | < 1 zu finden. Insgesamt stehen
neun freie Parameter zur Verfügung, d. h. fünf Driftstrecken und vier Qua-
drupolstärken. Die Lösung erfordert allerdings einige Erfahrung im Umgang
mit dem numerischen Suchlaufprogramm. Dies liegt an der großen Anzahl
von neun freien Parametern und sechs Fitbedingungen (R11 = M , R12 = 0,
R21 = 0, R33 = M , R34 = 0, R43 = 0).

Doppeltteleskopische Abbildung mit sechs Quadrupolmagneten

Ganz ähnlich wie mit vier Quadrupolmagneten kann man auch mit sechs
identischen Quadrupolmagneten eine doppeltteleskopische Punkt-zu-Punkt-
Abbildung realisieren. Die Anordnung ist in Abb. 4.33 skizziert. Wir disku-
tieren die Stärke der Quadrupolerregung wiederum im Rahmen der Näherung
(4.190). Die Besonderheit des aus sechs Quadrupolen bestehenden Systems ist
die Möglichkeit, sowohl eine (1 : −1)- wie auch eine (1 : +1)-Abbildung ein-
stellen zu können. Wir geben die Gleichungen für die Brennweite des einzelnen
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Abb. 4.33. Doppeltteleskopische Abbildung mit sechs Quadrupolmagneten

Quadrupols und die resultierenden Transfermatrizen an:

|f | =
√

ld :Rx = Ry =
(
−1 0
0 −1

)
,

|f | =
√

ld/3 :Rx = Ry =
(

+1 0
0 +1

)
.

(4.213)

Den Beweis dieser Gleichungen stellen wir als Übungsaufgabe. Die in (4.213)
angegebenen Werte für |f | dienen wiederum als Abschätzung dessen, was mit
einem Computerprogramm ohne Näherung numerisch berechnet werden kann.

Eine Anordnung mit d = l bedeutet wie bei dem System mit vier Quadru-
polen die ökonomischste Wahl im Hinblick auf die notwendige Brechkraft der
Quadrupolmagnete. Wir weisen auch hier auf den großen Vorteil einer Ein-
Parameter-Einstellung des Systems hin, d. h. alle sechs Quadrupolmagnete
können in Serienschaltung mit einem einzigen Netzgerät erregt werden.

Wenn man von der Ein-Parameter-Einstellung abweicht, kann man in einer
Ebene, z. B. der x-Ebene, eine (1 : +1)-Abbildung und in der dazu senkrechten
Ebene eine (1 : −1)-Abbildung einstellen. Man kann dies dadurch erreichen,
dass man die Quadrupole Q1, Q3 und Q5 mit einer bestimmten Brechkraft
|1/f1| und die Quadrupole Q2, Q4 und Q6 mit einer bestimmten Brechkraft
|1/f2| erregt. Wenn |1/f1| > |1/f2|, sind bei der in Abb. 4.33 angegebenen
Polaritätsfolge (+−+−+−) die Quadrupolpaare Q1-Q2, Q3-Q4 und Q5-Q6

in der x-Ebene stärker fokussierend als in der y-Ebene. Durch numerische
Anpassung der beiden Parameter kann man es erreichen, dass

Rx =
(

+1 0
0 +1

)
, Ry =

(
−1 0
0 −1

)
. (4.214)

Ein solches System ist in idealer Weise geeignet, den im Abschn. 4.5.7 be-
schriebenen Strahlrotator zu realisieren. Wenn das System mit Rx = I und
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Ry = −I z. B. um den Winkel α = 45◦ gedreht ist, entsteht ein 90◦ Strahl-
rotator mit doppeltteleskopischer Abbildung. Solche Strahlrotatoren werden
zur Dispersionsanpassung zwischen Systemen mit horizontal und vertikal ab-
lenkenden Magneten benötigt.

Durch Umpolen der sechs Quadrupole kann man auch die entgegengesetzte
Einstellung erzielen (x und y in (4.214) vertauscht). Die Einteilung in zwei
Quadrupolgruppen mit unterschiedlichen Brechkräften |1/f1| und |1/f2| ist
ein Beispiel für eine 2-Parameter Einstellung. Man kann z. B. die Quadrupole
(Q1, Q3, Q5) und (Q2, Q4, Q6) jeweils in Serienschaltung an zwei unabhängige
Netzgeräte anschließen.

4.13.5 Systeme mit Ablenkmagneten

Ablenkmagnete sind Magnete mit einem starken Dipolfeldanteil. Die Haupt-
funktion solcher Magnete ist die Ablenkung geladener Teilchenstrahlen um
einen bestimmten Ablenkwinkel α. Neben der Ablenkung steht häufig auch die
Präparation bestimmter Strahleigenschaften im Vordergrund des Interesses.
Wir diskutieren im Folgenden einige typische Systeme zur Strahlanalyse und
Strahlpräparation. Dabei wird stets die Dispersion der Ablenkmagnete ausge-
nutzt. Ein System mit einer hohen Impulsauflösung wird Analysiersystem oder
Monochromator genannt. Im Einzelnen diskutieren wir Monochromatoren, die
Kombination von zwei Monochromatoren zu einem Doppelmonochromator,
achromatische Systeme, Magnetspektrometer und Magnetspektrographen.

Abb. 4.34. Doppeltfokussierendes Monochromatorsystem. SE: Eingangsschlitz, SA:
Ausgangsschlitz, β1 = β2 = 26,6◦, ρ0: Radius der Sollbahn, Länge der Driftstrecken:
L = 2ρ0
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Wir beginnen mit einem besonders einfachen doppeltfokussierenden Mono-
chromatorsystem. Das System besteht aus zwei Driftstrecken und einem Ab-
lenkmagneten (siehe Abb. 4.34). Das Magnetfeld im Innern des Magneten ist
homogen, d. h. konstant. Die Fokussierung in y-Richtung wird durch axial fo-
kussierende Kantenwinkel am Eingang und Ausgang des Magneten erreicht.
Bei einem Ablenkwinkel α = 90◦ finden wir für die Kantenwinkel tanβ = 1/2,
d. h. β = 26,6◦. Die Abb. 4.34 deutet den Verlauf der effektiven Feldkanten an.
Das System zeichnet sich durch eine (1 : −1) Punkt-zu-Punkt-Abbildung in
x- und y-Richtung12 aus, wenn die Driftstrecke vor und hinter dem Magneten
die Länge

L = 2ρ0 (4.215)

hat. Dabei ist ρ0 der Krümmungsradius der Sollbahn. Für die Transfermatrix
erhalten wir

Rx =




−1 0 4ρ0

−0,75/ρ0 −1 1,5
0 0 1



 ,

Ry =
(

−1 0
−0,61/ρ0 −1

)
.

(4.216)

Der Ablenkmagnet wirkt wie ein symmetrisches Quadrupoltriplett mit den
Brechkräften 1/fx = 0,75/ρ0 und 1/fy = 0,61/ρ0. Für den Abbildungsmaß-
stab erhalten wir Mx = −1 und My = −1. Für die Orts- und Winkeldispersion
ergeben sich die Werte R16 = Dx = 4ρ0 und R26 = D′

x = 1,5.
Der Eingangsschlitz SE definiert die exakte Position und Breite des Strah-

les in x-Richtung am Eingang des Monochromatorsystems. Er liegt in der
Gegenstandsebene des abbildenden Systems. Die Schlitzbreite sei ∆xE. Der
Analysierschlitz SA liegt in der Bildebene. Die Schlitzbreite sei∆xA. Wenn das
System als Monochromator betrieben wird, sollte ∆xA = |M |∆xE sein, um
für eine bestimmte Impulsauflösung die optimale Transmission zu erzielen. Bei
dem in Abb. 4.34 dargestellten Monochromator bedeutet dies ∆xA = ∆xE.

Durch den Einbau enger Schlitze am Eingang und Ausgang wird das Sy-
stem zu einem Impulsfilter. Das System wirkt ganz ähnlich wie ein Monochro-
mator in der Lichtoptik. Daher wird ein solches System Analysiersystem oder
Monochromatorsystem genannt. Teilchen, deren Impuls gleich dem Sollimpuls
ist, passieren den Analysierschlitz ohne Absorption. Teilchen mit einer posi-
tiven Impulsabweichung ∆p/p0 > 0 werden schwächer abgelenkt und treffen
zum Teil oder vollständig auf die in Strahlrichtung gesehen linke Schlitzbacke.
Teilchen mit einer negativen Impulsabweichung∆p/p0 < 0 werden stärker ab-
gelenkt und treffen zum Teil oder vollständig auf die rechte Schlitzbacke. Für
das Spektrum der durch SA fliegenden Teilchen erhalten wir in linearer Nähe-
rung eine dreiecksförmige Intensitätsverteilung, wenn wir am Eingang eine
12 Die (1 : −1) Punkt-zu-Punktabbildung gilt in y-Richtung nur näherungsweise,

d. h., wenn man in (4.79) βeff = β annimmt

4.13 Ionenoptische Systeme 193

Wir beginnen mit einem besonders einfachen doppeltfokussierenden Mono-
chromatorsystem. Das System besteht aus zwei Driftstrecken und einem Ab-
lenkmagneten (siehe Abb. 4.34). Das Magnetfeld im Innern des Magneten ist
homogen, d. h. konstant. Die Fokussierung in y-Richtung wird durch axial fo-
kussierende Kantenwinkel am Eingang und Ausgang des Magneten erreicht.
Bei einem Ablenkwinkel α = 90◦ finden wir für die Kantenwinkel tanβ = 1/2,
d. h. β = 26,6◦. Die Abb. 4.34 deutet den Verlauf der effektiven Feldkanten an.
Das System zeichnet sich durch eine (1 : −1) Punkt-zu-Punkt-Abbildung in
x- und y-Richtung12 aus, wenn die Driftstrecke vor und hinter dem Magneten
die Länge

L = 2ρ0 (4.215)

hat. Dabei ist ρ0 der Krümmungsradius der Sollbahn. Für die Transfermatrix
erhalten wir

Rx =




−1 0 4ρ0

−0,75/ρ0 −1 1,5
0 0 1



 ,

Ry =
(

−1 0
−0,61/ρ0 −1

)
.

(4.216)

Der Ablenkmagnet wirkt wie ein symmetrisches Quadrupoltriplett mit den
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ergeben sich die Werte R16 = Dx = 4ρ0 und R26 = D′

x = 1,5.
Der Eingangsschlitz SE definiert die exakte Position und Breite des Strah-

les in x-Richtung am Eingang des Monochromatorsystems. Er liegt in der
Gegenstandsebene des abbildenden Systems. Die Schlitzbreite sei ∆xE. Der
Analysierschlitz SA liegt in der Bildebene. Die Schlitzbreite sei∆xA. Wenn das
System als Monochromator betrieben wird, sollte ∆xA = |M |∆xE sein, um
für eine bestimmte Impulsauflösung die optimale Transmission zu erzielen. Bei
dem in Abb. 4.34 dargestellten Monochromator bedeutet dies ∆xA = ∆xE.

Durch den Einbau enger Schlitze am Eingang und Ausgang wird das Sy-
stem zu einem Impulsfilter. Das System wirkt ganz ähnlich wie ein Monochro-
mator in der Lichtoptik. Daher wird ein solches System Analysiersystem oder
Monochromatorsystem genannt. Teilchen, deren Impuls gleich dem Sollimpuls
ist, passieren den Analysierschlitz ohne Absorption. Teilchen mit einer posi-
tiven Impulsabweichung ∆p/p0 > 0 werden schwächer abgelenkt und treffen
zum Teil oder vollständig auf die in Strahlrichtung gesehen linke Schlitzbacke.
Teilchen mit einer negativen Impulsabweichung∆p/p0 < 0 werden stärker ab-
gelenkt und treffen zum Teil oder vollständig auf die rechte Schlitzbacke. Für
das Spektrum der durch SA fliegenden Teilchen erhalten wir in linearer Nähe-
rung eine dreiecksförmige Intensitätsverteilung, wenn wir am Eingang eine
12 Die (1 : −1) Punkt-zu-Punktabbildung gilt in y-Richtung nur näherungsweise,

d. h., wenn man in (4.79) βeff = β annimmt
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Ry = −I z. B. um den Winkel α = 45◦ gedreht ist, entsteht ein 90◦ Strahl-
rotator mit doppeltteleskopischer Abbildung. Solche Strahlrotatoren werden
zur Dispersionsanpassung zwischen Systemen mit horizontal und vertikal ab-
lenkenden Magneten benötigt.

Durch Umpolen der sechs Quadrupole kann man auch die entgegengesetzte
Einstellung erzielen (x und y in (4.214) vertauscht). Die Einteilung in zwei
Quadrupolgruppen mit unterschiedlichen Brechkräften |1/f1| und |1/f2| ist
ein Beispiel für eine 2-Parameter Einstellung. Man kann z. B. die Quadrupole
(Q1, Q3, Q5) und (Q2, Q4, Q6) jeweils in Serienschaltung an zwei unabhängige
Netzgeräte anschließen.

4.13.5 Systeme mit Ablenkmagneten

Ablenkmagnete sind Magnete mit einem starken Dipolfeldanteil. Die Haupt-
funktion solcher Magnete ist die Ablenkung geladener Teilchenstrahlen um
einen bestimmten Ablenkwinkel α. Neben der Ablenkung steht häufig auch die
Präparation bestimmter Strahleigenschaften im Vordergrund des Interesses.
Wir diskutieren im Folgenden einige typische Systeme zur Strahlanalyse und
Strahlpräparation. Dabei wird stets die Dispersion der Ablenkmagnete ausge-
nutzt. Ein System mit einer hohen Impulsauflösung wird Analysiersystem oder
Monochromator genannt. Im Einzelnen diskutieren wir Monochromatoren, die
Kombination von zwei Monochromatoren zu einem Doppelmonochromator,
achromatische Systeme, Magnetspektrometer und Magnetspektrographen.

Abb. 4.34. Doppeltfokussierendes Monochromatorsystem. SE: Eingangsschlitz, SA:
Ausgangsschlitz, β1 = β2 = 26,6◦, ρ0: Radius der Sollbahn, Länge der Driftstrecken:
L = 2ρ0
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Wir beginnen mit einem besonders einfachen doppeltfokussierenden Mono-
chromatorsystem. Das System besteht aus zwei Driftstrecken und einem Ab-
lenkmagneten (siehe Abb. 4.34). Das Magnetfeld im Innern des Magneten ist
homogen, d. h. konstant. Die Fokussierung in y-Richtung wird durch axial fo-
kussierende Kantenwinkel am Eingang und Ausgang des Magneten erreicht.
Bei einem Ablenkwinkel α = 90◦ finden wir für die Kantenwinkel tanβ = 1/2,
d. h. β = 26,6◦. Die Abb. 4.34 deutet den Verlauf der effektiven Feldkanten an.
Das System zeichnet sich durch eine (1 : −1) Punkt-zu-Punkt-Abbildung in
x- und y-Richtung12 aus, wenn die Driftstrecke vor und hinter dem Magneten
die Länge

L = 2ρ0 (4.215)

hat. Dabei ist ρ0 der Krümmungsradius der Sollbahn. Für die Transfermatrix
erhalten wir

Rx =




−1 0 4ρ0

−0,75/ρ0 −1 1,5
0 0 1



 ,

Ry =
(

−1 0
−0,61/ρ0 −1

)
.

(4.216)

Der Ablenkmagnet wirkt wie ein symmetrisches Quadrupoltriplett mit den
Brechkräften 1/fx = 0,75/ρ0 und 1/fy = 0,61/ρ0. Für den Abbildungsmaß-
stab erhalten wir Mx = −1 und My = −1. Für die Orts- und Winkeldispersion
ergeben sich die Werte R16 = Dx = 4ρ0 und R26 = D′

x = 1,5.
Der Eingangsschlitz SE definiert die exakte Position und Breite des Strah-

les in x-Richtung am Eingang des Monochromatorsystems. Er liegt in der
Gegenstandsebene des abbildenden Systems. Die Schlitzbreite sei ∆xE. Der
Analysierschlitz SA liegt in der Bildebene. Die Schlitzbreite sei∆xA. Wenn das
System als Monochromator betrieben wird, sollte ∆xA = |M |∆xE sein, um
für eine bestimmte Impulsauflösung die optimale Transmission zu erzielen. Bei
dem in Abb. 4.34 dargestellten Monochromator bedeutet dies ∆xA = ∆xE.

Durch den Einbau enger Schlitze am Eingang und Ausgang wird das Sy-
stem zu einem Impulsfilter. Das System wirkt ganz ähnlich wie ein Monochro-
mator in der Lichtoptik. Daher wird ein solches System Analysiersystem oder
Monochromatorsystem genannt. Teilchen, deren Impuls gleich dem Sollimpuls
ist, passieren den Analysierschlitz ohne Absorption. Teilchen mit einer posi-
tiven Impulsabweichung ∆p/p0 > 0 werden schwächer abgelenkt und treffen
zum Teil oder vollständig auf die in Strahlrichtung gesehen linke Schlitzbacke.
Teilchen mit einer negativen Impulsabweichung∆p/p0 < 0 werden stärker ab-
gelenkt und treffen zum Teil oder vollständig auf die rechte Schlitzbacke. Für
das Spektrum der durch SA fliegenden Teilchen erhalten wir in linearer Nähe-
rung eine dreiecksförmige Intensitätsverteilung, wenn wir am Eingang eine
12 Die (1 : −1) Punkt-zu-Punktabbildung gilt in y-Richtung nur näherungsweise,

d. h., wenn man in (4.79) βeff = β annimmt

Slits define the
momentum spread
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homogene Dichteverteilung ρ(x, δ) in der (x, δ)-Ebene annehmen. Für die Im-
pulsverteilung hinter dem Analysierschlitz erhalten wir eine Halbwertsbreite
(FWHM = Full Width at Half Maximum) von

δFWHM = |Mx∆xE/Dx| . (4.217)

Die Impulsauflösung AFWHM ist der Kehrwert hierzu,

AFWHM =
1

δFWHM
=
∣∣∣∣

Dx

Mx∆xE

∣∣∣∣ . (4.218)

Die Größe δFWHM ist ein charakteristisches Maß für die Impulsunschärfe des
analysierten Strahls. Die Impulsunschärfe wird umso kleiner, d. h. die Impul-
sauflösung wird umso größer, je kleiner das Verhältnis |Mx∆xE/Dx| ist. Die
Größe |Dx/Mx| wird Auflösungskraft oder Auflösungsvermögen genannt. Für
das in Abb. 4.34 skizzierte System ergibt sich für ρ0 = 1 m und ∆xE = 1 mm:

|Dx/Mx| = 4 m = 4(mm/promille) ,

δFWHM = 2,5 · 10−4 = 1/4000 ,

AFWHM = 4000 .

Die Gleichung (4.217) gilt natürlich nur dann, wenn die Effekte der Aberratio-
nen zweiter und höherer Ordnung vernachlässigbar klein sind. Wenn die Ab-
errationen nicht vernachlässigbar sind, wird der monochromatische Bildfleck
∆xA am Analysierschlitz größer als |Mx∆xE|. Der analysierte Strahl hat eine
entsprechend größere Impulsunschärfe δFWHM = |∆xA/Dx| und eine entspre-
chend kleinere Impulsauflösung AFWHM = |Dx/∆xA|. Zur Minimierung der
Aberrationen zweiter Ordnung benötigt man Sextupolfelder, z. B. eine leicht
konvexe Krümmung der Eingangskante des Ablenkmagneten in Abb. 4.34. Die
systematische Korrektur von Aberrationen diskutieren wir in Abschn. 4.14.
Doppeltfokussierende Systeme wie in Abb. 4.34 sind nicht auf den Ablenk-
winkel α = 90◦ beschränkt. Für den Kantenwinkel β und die Länge L der
Driftstrecke vor und hinter dem Ablenkmagneten erhalten wir als Funktion
von α

tanβ =
1
2

tan
α

2
,

L =
ρ0

tanβ
=

2ρ0

tan α
2

.
(4.219)

Für Ablenkwinkel, die kleiner als 90◦ sind, wird die für Punkt-zu-Punkt-
Abbildung notwendige Driftstrecke mit kleiner werdendem α zunehmend
größer. Umgekehrt wird L mit größer werdendem Winkel α zunehmend kleiner
und der Kantenwinkel β größer. Der für praktische Anwendungen nutzbare
Bereich liegt in dem Intervall

45◦ ≤ α ≤ 120◦ . (4.220)
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Aus Symmetriegründen gilt für die Abbildungsmaßstäbe stets M = −1. Inter-
essanterweise ist die Ortsdispersion Dx am Analysierschlitz unabhängig von
α. Daher gilt für das Auflösungsvermögen

∣∣∣∣
Dx

Mx

∣∣∣∣ = 4ρ0 . (4.221)

Die Grundstruktur eines doppeltfokussierenden Monochromatorsystems
lässt sich an dem in Abb. 4.34 dargestellten System ablesen. In der Abb. 4.35
ist diese Struktur schematisch dargestellt. Durch den Einsatz von Quadrupol-
magneten sind beliebige Abwandlungen der in Abb. 4.35 dargestellten Grund-
struktur möglich. Die beiden axial fokussierenden Kantenwinkel können z. B.
durch zwei Quadrupolmagnete ersetzt werden. Die magnetische Struktur des
resultierenden Systems ist vom Typ

Q D Q ,

d. h. Quadrupol, Dipol, Quadrupol. Die Driftstrecken, Quadrupolstärken und
Ablenkwinkel können den individuellen Anforderungen angepasst werden. Es
ist auch stets möglich, von der symmetrischen Anordnung der Elemente abzu-
weichen. Die Berechnung der Parameter geschieht unter Zuhilfenahme eines
Ionenoptikprogrammes. Eine weitere Abwandlung, die sich insbesondere bei
mangelndem Platz anbietet, ist ein doppelt fokussierendes System mit der
magnetischen Struktur (siehe Abb. 4.36)

QQ D QQ .

Mit Hilfe des Quadrupoldubletts vor und hinter dem Diplomagneten kann
auch bei kurzen Driftstrecken und kleinen Ablenkwinkeln (α≤45◦) die Punkt-
zu-Punkt-Abbildung realisiert werden.

Analysiersysteme, die als Spektrometer verwendet werden, haben häufig
nur am Eingang des Systems Quadrupolmagnete. Weitere Quadrupolstärken

Abb. 4.35. Schema eines doppeltfokussierenden Monochromatorsystems
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Ry = −I z. B. um den Winkel α = 45◦ gedreht ist, entsteht ein 90◦ Strahl-
rotator mit doppeltteleskopischer Abbildung. Solche Strahlrotatoren werden
zur Dispersionsanpassung zwischen Systemen mit horizontal und vertikal ab-
lenkenden Magneten benötigt.

Durch Umpolen der sechs Quadrupole kann man auch die entgegengesetzte
Einstellung erzielen (x und y in (4.214) vertauscht). Die Einteilung in zwei
Quadrupolgruppen mit unterschiedlichen Brechkräften |1/f1| und |1/f2| ist
ein Beispiel für eine 2-Parameter Einstellung. Man kann z. B. die Quadrupole
(Q1, Q3, Q5) und (Q2, Q4, Q6) jeweils in Serienschaltung an zwei unabhängige
Netzgeräte anschließen.

4.13.5 Systeme mit Ablenkmagneten

Ablenkmagnete sind Magnete mit einem starken Dipolfeldanteil. Die Haupt-
funktion solcher Magnete ist die Ablenkung geladener Teilchenstrahlen um
einen bestimmten Ablenkwinkel α. Neben der Ablenkung steht häufig auch die
Präparation bestimmter Strahleigenschaften im Vordergrund des Interesses.
Wir diskutieren im Folgenden einige typische Systeme zur Strahlanalyse und
Strahlpräparation. Dabei wird stets die Dispersion der Ablenkmagnete ausge-
nutzt. Ein System mit einer hohen Impulsauflösung wird Analysiersystem oder
Monochromator genannt. Im Einzelnen diskutieren wir Monochromatoren, die
Kombination von zwei Monochromatoren zu einem Doppelmonochromator,
achromatische Systeme, Magnetspektrometer und Magnetspektrographen.

Abb. 4.34. Doppeltfokussierendes Monochromatorsystem. SE: Eingangsschlitz, SA:
Ausgangsschlitz, β1 = β2 = 26,6◦, ρ0: Radius der Sollbahn, Länge der Driftstrecken:
L = 2ρ0
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Wir beginnen mit einem besonders einfachen doppeltfokussierenden Mono-
chromatorsystem. Das System besteht aus zwei Driftstrecken und einem Ab-
lenkmagneten (siehe Abb. 4.34). Das Magnetfeld im Innern des Magneten ist
homogen, d. h. konstant. Die Fokussierung in y-Richtung wird durch axial fo-
kussierende Kantenwinkel am Eingang und Ausgang des Magneten erreicht.
Bei einem Ablenkwinkel α = 90◦ finden wir für die Kantenwinkel tanβ = 1/2,
d. h. β = 26,6◦. Die Abb. 4.34 deutet den Verlauf der effektiven Feldkanten an.
Das System zeichnet sich durch eine (1 : −1) Punkt-zu-Punkt-Abbildung in
x- und y-Richtung12 aus, wenn die Driftstrecke vor und hinter dem Magneten
die Länge

L = 2ρ0 (4.215)

hat. Dabei ist ρ0 der Krümmungsradius der Sollbahn. Für die Transfermatrix
erhalten wir

Rx =




−1 0 4ρ0

−0,75/ρ0 −1 1,5
0 0 1



 ,

Ry =
(

−1 0
−0,61/ρ0 −1

)
.

(4.216)

Der Ablenkmagnet wirkt wie ein symmetrisches Quadrupoltriplett mit den
Brechkräften 1/fx = 0,75/ρ0 und 1/fy = 0,61/ρ0. Für den Abbildungsmaß-
stab erhalten wir Mx = −1 und My = −1. Für die Orts- und Winkeldispersion
ergeben sich die Werte R16 = Dx = 4ρ0 und R26 = D′

x = 1,5.
Der Eingangsschlitz SE definiert die exakte Position und Breite des Strah-

les in x-Richtung am Eingang des Monochromatorsystems. Er liegt in der
Gegenstandsebene des abbildenden Systems. Die Schlitzbreite sei ∆xE. Der
Analysierschlitz SA liegt in der Bildebene. Die Schlitzbreite sei∆xA. Wenn das
System als Monochromator betrieben wird, sollte ∆xA = |M |∆xE sein, um
für eine bestimmte Impulsauflösung die optimale Transmission zu erzielen. Bei
dem in Abb. 4.34 dargestellten Monochromator bedeutet dies ∆xA = ∆xE.

Durch den Einbau enger Schlitze am Eingang und Ausgang wird das Sy-
stem zu einem Impulsfilter. Das System wirkt ganz ähnlich wie ein Monochro-
mator in der Lichtoptik. Daher wird ein solches System Analysiersystem oder
Monochromatorsystem genannt. Teilchen, deren Impuls gleich dem Sollimpuls
ist, passieren den Analysierschlitz ohne Absorption. Teilchen mit einer posi-
tiven Impulsabweichung ∆p/p0 > 0 werden schwächer abgelenkt und treffen
zum Teil oder vollständig auf die in Strahlrichtung gesehen linke Schlitzbacke.
Teilchen mit einer negativen Impulsabweichung∆p/p0 < 0 werden stärker ab-
gelenkt und treffen zum Teil oder vollständig auf die rechte Schlitzbacke. Für
das Spektrum der durch SA fliegenden Teilchen erhalten wir in linearer Nähe-
rung eine dreiecksförmige Intensitätsverteilung, wenn wir am Eingang eine
12 Die (1 : −1) Punkt-zu-Punktabbildung gilt in y-Richtung nur näherungsweise,

d. h., wenn man in (4.79) βeff = β annimmt

Slits define the
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homogene Dichteverteilung ρ(x, δ) in der (x, δ)-Ebene annehmen. Für die Im-
pulsverteilung hinter dem Analysierschlitz erhalten wir eine Halbwertsbreite
(FWHM = Full Width at Half Maximum) von

δFWHM = |Mx∆xE/Dx| . (4.217)

Die Impulsauflösung AFWHM ist der Kehrwert hierzu,

AFWHM =
1

δFWHM
=
∣∣∣∣

Dx

Mx∆xE

∣∣∣∣ . (4.218)

Die Größe δFWHM ist ein charakteristisches Maß für die Impulsunschärfe des
analysierten Strahls. Die Impulsunschärfe wird umso kleiner, d. h. die Impul-
sauflösung wird umso größer, je kleiner das Verhältnis |Mx∆xE/Dx| ist. Die
Größe |Dx/Mx| wird Auflösungskraft oder Auflösungsvermögen genannt. Für
das in Abb. 4.34 skizzierte System ergibt sich für ρ0 = 1 m und ∆xE = 1 mm:

|Dx/Mx| = 4 m = 4(mm/promille) ,

δFWHM = 2,5 · 10−4 = 1/4000 ,

AFWHM = 4000 .

Die Gleichung (4.217) gilt natürlich nur dann, wenn die Effekte der Aberratio-
nen zweiter und höherer Ordnung vernachlässigbar klein sind. Wenn die Ab-
errationen nicht vernachlässigbar sind, wird der monochromatische Bildfleck
∆xA am Analysierschlitz größer als |Mx∆xE|. Der analysierte Strahl hat eine
entsprechend größere Impulsunschärfe δFWHM = |∆xA/Dx| und eine entspre-
chend kleinere Impulsauflösung AFWHM = |Dx/∆xA|. Zur Minimierung der
Aberrationen zweiter Ordnung benötigt man Sextupolfelder, z. B. eine leicht
konvexe Krümmung der Eingangskante des Ablenkmagneten in Abb. 4.34. Die
systematische Korrektur von Aberrationen diskutieren wir in Abschn. 4.14.
Doppeltfokussierende Systeme wie in Abb. 4.34 sind nicht auf den Ablenk-
winkel α = 90◦ beschränkt. Für den Kantenwinkel β und die Länge L der
Driftstrecke vor und hinter dem Ablenkmagneten erhalten wir als Funktion
von α

tanβ =
1
2

tan
α

2
,

L =
ρ0

tanβ
=

2ρ0

tan α
2

.
(4.219)

Für Ablenkwinkel, die kleiner als 90◦ sind, wird die für Punkt-zu-Punkt-
Abbildung notwendige Driftstrecke mit kleiner werdendem α zunehmend
größer. Umgekehrt wird L mit größer werdendem Winkel α zunehmend kleiner
und der Kantenwinkel β größer. Der für praktische Anwendungen nutzbare
Bereich liegt in dem Intervall

45◦ ≤ α ≤ 120◦ . (4.220)
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Abb. 4.36. Schema eines QQ D QQ Systems. Die entgegengesetzt erregten Sextu-
pole S1 und S2 dienen zur Korrektur von Aberrationen

erreicht man durch Kantenfokussierung am Ausgang der Dipolmagnete. Häufig
bestehen die Systeme aus mehreren Diplomagneten. Dadurch stehen mehrere
Magnetkanten zur Optimierung der Optik zur Verfügung. Die verschiedenen
Typen werden nach der Anordnung der Dipol- und Quadrupolmagnete be-
zeichnet, z. B.

QD, QDD, QDDD, QQD, QQDD, QDQ, QDDQ .

Die beiden Hauptanforderungen an ein gutes Spektrometer sind Impuls-
auflösung und Raumwinkelakzeptanz. Die dritte Forderung ist Impulsakzep-
tanz, d. h. die Größe der Fokalebene. Ein Analysiersystem mit einer großen Im-
pulsakzeptanz (∆p/p ≥ 20%) wird meistens Spektrograph genannt. Wir skiz-
zieren zur Illustration einen typischen Magnetspektrographen aus der Kern-
physik. In der Abb. 4.37 ist der von Karl Brown entworfene Magnetspek-
trograph BIG KARL [Br73] dargestellt, der zunächst für Experimente am
Jülicher Isochronzyklotron und danach für Experimente am Cooler Synchro-
tron COSY verwendet wurde. Der Spektrograph ist vom Typ QQDDQ. Zur
Korrektur von Aberrationen zweiter Ordnung sind die Polschuhkanten am
Ein- und Ausgang der Dipolmagnete gekrümmt. Bei einer Strahlfleckgröße
∆x0 = 1 mm am Target kann eine Impulsauflösung bis zu 20 000 erreicht
werden. Der Maximalimpuls für Protonen liegt bei 1,1 GeV/c. Die Raumwin-
kelakzeptanz beträgt rund 12 msr und die Impulsakzeptanz liegt bei 10%.

Optimierung der Impulsauflösung

Die Dispersion ist eine der Grundvoraussetzungen für die Impulsauflösung
eines Analysiersystems. Sie entsteht nur im Bereich von Ablenkmagneten,
d. h. dort, wo die zentrale Trajektorie eine endliche Krümmung h(s) = 1/ρ0(s)
aufweist. Auf den geraden Strecken gilt h(s) = 0. Bei einem Analysiersystem
haben wir notwendigerweise zwischen Eingangsschlitz und Ausgangsschlitz
eine Punkt-zu-Punkt-Abbildung mit sx(sA) = 0. Damit erhalten wir nach
(4.46) und (4.59) für die Dispersion dx(sA) und die Auflösungskraft |dx/cx|
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Abb. 4.37. Magnetspektrograph BIG KARL [Br73] am Cooler Synchrotron CO-
SY. Q1, Q2 und Q3: Quadrupolmagnete, D1 und D2: Dipolmagnete, T: Target,
F: Fokalebene mit einem ortsauflösenden Detektor. Die Detektoren zum Nachweis
der Richtung sind in der Abbildung weggelassen. Zur Korrektur von Aberrationen
zweiter Ordnung sind die Polschuhkanten am Ein- und Ausgang der Dipolmagnete
gekrümmt. Durch die negative Krümmung der Polschuhkanten in dem Dipolma-
gneten D2 wird die chromatische Aberration (x|x′

0δ) zu null kompensiert, und die
Fokalebene steht senkrecht zur Sollbahn (siehe Abschn. 4.14.1). Die Gesamtlänge
vom Target bis zur Fokalebene beträgt 16 m. Zur Illustration sind neben der Soll-
bahn noch je zwei Bahnen mit positiver und negativer Impulsabweichung gezeigt.
Der Quadrupol Q3 ist hierbei nicht erregt. Die Abbildung wurde freundlicherweise
von Herrn Peter von Rossen zur Verfügung gestellt

dx(sA) = −cx(sA)
∫ sA

0
sx(s̄)h(s̄)ds̄ ,

∣∣∣∣
dx

cx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ sA

0
sx(s̄)h(s̄)ds̄

∣∣∣∣ ,

=
∣∣∣∣
∫ sA

0
sx(ᾱ)dᾱ

∣∣∣∣ = |R52| .

(4.222)

D. h., die Auflösungskraft entsteht nur im Bereich der Ablenkmagnete, wo
h(s̄) "= 0, und sie wird umso größer, je größer die sinusähnliche Trajektorie
sx dort ist. Sie ist gleich dem Matrixelement (l|x′) = R52, d. h. proportional
zu dem Weglängenunterschied zwischen der sinusähnlichen Trajektorie sx(s)
und der Sollbahn. Damit haben wir ein systematisches Verfahren zur Opti-
mierung der Impulsauflösung in linearer Näherung. Die Optik vor den Ab-
lenkmagneten muss so angelegt sein, dass sx im Bereich der Ablenkmagnete
möglichst groß ist. Man erreicht dies durch eine lange Driftstrecke sowie radial
defokussierende Elemente wie Kantenwinkel oder Quadrupolmagnete (siehe

Big Karl at COSY, Juelich
SHARAQ at RIKEN, Saitama
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Abb. 4.41. Brown’scher Achromat zweiter Ordnung mit vier Ablenkmagneten. QF
bzw. QD: horizontal bzw. vertikal fokussierender Quadrupol, SF bzw. SD: horizontal
bzw. vertikal korrigierender Sextupol, A: Ablenkmagnet

Abb. 4.42. Brownscher Achromat zweiter Ordnung mit acht Ablenkmagneten für
Kreisbeschleuniger und Speicherringe. QF bzw. QD: horizontal bzw. vertikal fokus-
sierender Quadrupol, SF bzw. SD: horizontal bzw. vertikal korrigierender Sextupol,
A: Ablenkmagnet

tikale Strahlausdehnung, weshalb die Sextupole SF primär die horizontale
Fokussierung korrigieren. Entsprechend stehen die Sextupole SD zur Korrek-
tur der vertikalen Fokussierungsstärke in der Nähe der vertikal fokusssieren-
den Quadrupole QD. Dort ist die vertikale Strahlausdehnung größer als die
horizontale Strahlausdehnung, weshalb die Sextupole SD primär die verti-
kale Fokussierung korrigieren. Die Sextupole SF und SD werden jeweils zu
einer Familie zusammengefasst und so erregt, dass die chromatischen Ab-
errationen zweiter Ordnung verschwinden. Man kann zeigen, dass aufgrund
der hohen inneren Symmetrie des Systems bei richtiger Einstellung der bei-
den Parameter SF und SD bis auf T566 sämtliche chromatischen Aberratio-
nen Tij6 gleichzeitig verschwinden [Ca81]. Die durch die Sextupole SF und
SD hervorgerufenen geometrischen Aberrationen kompensieren sich automa-
tisch aufgrund der inneren Symmetrie des Systems. Wir können uns dies
leicht anhand der Abb. 4.41 klar machen. Jedes Korrekturelement SF oder
SD hat im Abstand von zwei Einheitszellen einen Partner. Durch die (−I)-
Transformation kommt es zur gegenseitigen Kompensation der geometrischen
Aberrationen.

Ähnliche Systeme wie der von Brown vorgeschlagene Achromat werden
heute mit großem Erfolg zur chromatischen Korrektur von großen Kreisbe-
schleunigern und Speicherringen benutzt. Eine mögliche Variante ist in der
Abb. 4.42 gezeigt. Das System besteht aus einer periodischen Anordnung von
FODO-Zellen, d. h. Quadrupolen QF und QD mit jeweils einem Korrektur-
sextupol SF und SD. Zwischen den Quadrupolen befinden sich die Ablenk-
magnete A. Die Quadrupole werden so erregt, dass zwei Einheitszellen ein
(−I)-Modul bilden.

Second-order achromatic system
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Lenses, deflectors, drifts, accelerator sections ….

- Very similar description as for magnetic elements

Details – see Hinterberger
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Abb. 6.1. Standardkoordinatensystem (x, y, s) eines Kreisbeschleunigers

jedem Umlauf von neuem durchläuft. Die Gleichgewichtsbahn wird auch Or-
bit genannt. Sie ist durch die Anordnung der Magnete, d. h. letzten Endes
durch die Feldverteilung des Beschleunigers eindeutig festgelegt. Sie ist per
definitionem periodisch. Teilchen mit einer Orts- und/oder Richtungsabwei-
chung zur Gleichgewichtsbahn machen Betatronschwingungen um die Gleich-
gewichtsbahn. Die Betatronschwingungen sind die nichtperiodischen Lösun-
gen der Hill’schen Differenzialgleichung. Die Gleichgewichtsbahn liegt in der
magnetischen Mittelebene eines Kreisbeschleunigers. Sie entspricht der Soll-
bahn eines Strahlführungssystems. Genau wie bei einem Strahlführungssy-
stem betrachten wir nur Teilchenbahnen in der unmittelbaren Umgebung
der Gleichgewichtsbahn. Daher führen wir auch hier ein mitbewegtes Koor-
dinatensystem ein und geben die momentane Position eines Teilchens rela-
tiv zur Gleichgewichtsbahn an. Wir benutzen das in Abschn. 4.1 eingeführte
krummlinige (x, y, s)-Koordinatensystem, das sogenannte Standardkoordina-
tensystem der Beschleunigerphysik. Die Bogenlänge s gibt den Abstand längs
der Gleichgewichtsbahn zu einem willkürlich gewählten Startpunkt O an (sie-
he Abb. 6.1).

6.2 Hill’sche Differenzialgleichung

Wir beschränken uns im Folgenden zunächst auf die lineare Näherung. Die
entsprechenden Bewegungsgleichungen wurden in Abschn. 4.3 abgeleitet. In
linearer Näherung erhalten wir Gleichungen der folgenden Form

d2x

ds2
+ kx(s)x =

1
ρ0(s)

∆p

p0
,

d2y

ds2
+ ky(s)y = 0 .

(6.1)

Wir klammern zunächst die dispersiven Effekte aus, die durch eine endliche
Impulsabweichung ∆p/p0 hervorgerufen werden. Wir betrachten die Bewe-
gungsgleichungen unter der Annahme ∆p/p0 = 0, d. h. wir nehmen einen
Strahl monoenergetischer Teilchen an. Damit haben die Differenzialgleichun-
gen für x und y die gleiche Form. Wir betrachten repräsentativ für beide

First we assume - no dispersion
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p
= 0

Monochromatic/monoenergetic beam

Result: Oscillation along the reference orbit with variable amplitude

1
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<latexit sha1_base64="YNsLIplO+fTKTFxSUsU3a/VxhO8=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL3FXFD0GvXiMYB6YLGF20kmGzM4uM7NCWPIXXjwo4tW/8ebfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAaj26nffEKleSQfzDhGP6QDyfucUWOlR++sE6ChZX3aLZbcijsDWSZeRkqQodYtfnV6EUtClIYJqnXbc2Pjp1QZzgROCp1EY0zZiA6wbamkIWo/nV08ISdW6ZF+pGxJQ2bq74mUhlqPw8B2htQM9aI3Ff/z2onpX/spl3FiULL5on4iiInI9H3S4wqZEWNLKFPc3krYkCrKjA2pYEPwFl9eJo3zindZce8vStWbLI48HMExlMGDK6jCHdSgDgwkPMMrvDnaeXHenY95a87JZg7hD5zPH0Jxj/4=</latexit>

1/�(s)
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11. Transverse Beam Dynamics

11.2 Twiss matrix

Formal solution of 1

Motion of a particle obviously depends on the start values [x(s), x‘(s), y(s), y‘(s)] at a given s

Let us assume motion in one plane only [y(s), y‘(s)]

- Special matrix
<latexit sha1_base64="kWG0maxQ9CX1PCRSNXoe8pzklNo=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahIpREFL0IxV68CFXsB7ShbDabdulmE3c3Qgn9E148KOLVv+PNf+O2zUFbHww83pthZp4Xc6a0bX9buaXlldW1/HphY3Nre6e4u9dUUSIJbZCIR7LtYUU5E7Shmea0HUuKQ4/TljesTfzWE5WKReJBj2LqhrgvWMAI1kZq317dl9VJ7bhXLNkVewq0SJyMlCBDvVf86voRSUIqNOFYqY5jx9pNsdSMcDoudBNFY0yGuE87hgocUuWm03vH6MgoPgoiaUpoNFV/T6Q4VGoUeqYzxHqg5r2J+J/XSXRw6aZMxImmgswWBQlHOkKT55HPJCWajwzBRDJzKyIDLDHRJqKCCcGZf3mRNE8rznnFvjsrVa+zOPJwAIdQBgcuoAo3UIcGEODwDK/wZj1aL9a79TFrzVnZzD78gfX5A1k6jtw=</latexit>

M = R(s+ C)

Circumference



Lecture 7

11. Transverse Beam Dynamics

11.2 Twiss matrix

- General form

<latexit sha1_base64="+tiWxLs5ZklrU6n4yzpzCzwJVs0="></latexit>

M =


cos(µ) + ↵ sin(µ) � sin(µ)

�� sin(µ) cos(µ)� ↵ sin(µ)

�

<latexit sha1_base64="cE3NBbd1lshRJJu4TMC1ziiRMms=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cq9gPaUDbbTbt0kw27E6WE/gwvHhTx6q/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8HoZuq3Hrk2QsUPOE64H9FBLELBKFqp070XgyFSrdVTr1xxq+4MZJl4OalAjnqv/NXtK5ZGPEYmqTEdz03Qz6hGwSSflLqp4QllIzrgHUtjGnHjZ7OTJ+TEKn0SKm0rRjJTf09kNDJmHAW2M6I4NIveVPzP66QYXvmZiJMUeczmi8JUElRk+j/pC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaFMq2RC8xZeXSfOs6l1U3bvzSu06j6MIR3AMp+DBJdTgFurQAAYKnuEV3hx0Xpx352PeWnDymUP4A+fzB5JtkXE=</latexit>

)
<latexit sha1_base64="0DmwmMKBGXkhXP2JvAPC8PobECI=">AAAB8HicbVBNSwMxEM36WetX1aOXYBHqpeyKoheh6MWLUMF+SLuUbHa2DU2yS5IVytJf4cWDIl79Od78N6btHrT1wcDjvRlm5gUJZ9q47reztLyyurZe2Chubm3v7Jb29ps6ThWFBo15rNoB0cCZhIZhhkM7UUBEwKEVDG8mfusJlGaxfDCjBHxB+pJFjBJjpcduCKZyd3Ll9Uplt+pOgReJl5MyylHvlb66YUxTAdJQTrTueG5i/IwowyiHcbGbakgIHZI+dCyVRID2s+nBY3xslRBHsbIlDZ6qvycyIrQeicB2CmIGet6biP95ndREl37GZJIakHS2KEo5NjGefI9DpoAaPrKEUMXsrZgOiCLU2IyKNgRv/uVF0jyteudV9/6sXLvO4yigQ3SEKshDF6iGblEdNRBFAj2jV/TmKOfFeXc+Zq1LTj5zgP7A+fwBZ7aPfQ==</latexit>

det(M) = 1



Lecture 7

11. Transverse Beam Dynamics

11.2 Twiss matrix

- General form

<latexit sha1_base64="/vT55ssGkRyJSHPCAKSKJwqybuc="></latexit>

M = cos(µ)⇥

1 0
0 1

�
+ sin(µ)⇥


↵ �
�� �↵

�

<latexit sha1_base64="xOuGlvSKZPjWJtATfJw+sRyAcGc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kokoeix60VsL9gPaUDbbSbt2swm7G6GE/gIvHhTx6k/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hoduq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqxUv++Vym7FnYEsEy8nZchR65W+uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAifFbqoxoWxEB9ixVNIItZ/NDp2QU6v0SRgrW9KQmfp7IqOR1uMosJ0RNUO96E3F/7xOasJrP+MySQ1KNl8UpoKYmEy/Jn2ukBkxtoQyxe2thA2poszYbIo2BG/x5WXSPK94lxW3flGu3uRxFOAYTuAMPLiCKtxBDRrAAOEZXuHNeXRenHfnY9664uQzR/AHzucPoE+M0Q==</latexit>

I
<latexit sha1_base64="LaiPe5Cph4m7/l9DxW2hBXqhn8M=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kokoeix6EU8t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj26nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFS/b5XKrsVdwayTLyclCFHrVf66vZjlkYoDRNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDHUkkj1H42O3RCTq3SJ2GsbElDZurviYxGWo+jwHZG1Az1ojcV//M6qQmv/YzLJDUo2XxRmApiYjL9mvS5QmbE2BLKFLe3EjakijJjsynaELzFl5dJ87ziXVbc+kW5epPHUYBjOIEz8OAKqnAHNWgAA4RneIU359F5cd6dj3nripPPHMEfOJ8/odOM0g==</latexit>

J
<latexit sha1_base64="wKWobPKwXFX+uJ6kAMZ8SYKE20k=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vqLhyEyyCCymJKLosunFZwT6gCeVmOmmHzkzCzEQooeKvuHGhiFu/w51/46TNQlsPXO7hnHuZOydMGFXadb+t0tLyyupaeb2ysbm1vWPv7rVUnEpMmjhmseyEoAijgjQ11Yx0EkmAh4y0w9FN7rcfiFQ0Fvd6nJCAw0DQiGLQRurZBz6wZAinj35IdN4GwDn07Kpbc6dwFolXkCoq0OjZX34/xiknQmMGSnU9N9FBBlJTzMik4qeKJIBHMCBdQwVwooJsev7EOTZK34liaUpoZ6r+3siAKzXmoZnkoIdq3svF/7xuqqOrIKMiSTURePZQlDJHx06ehdOnkmDNxoYAltTc6uAhSMDaJFYxIXjzX14krbOad1Fz786r9esijjI6REfoBHnoEtXRLWqgJsIoQ8/oFb1ZT9aL9W59zEZLVrGzj/7A+vwBEgCVjg==</latexit>

↵, �, � - Twiss parameters
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11.2 Twiss matrix
<latexit sha1_base64="HzWgsjJzNqgUYdHhnShgEwOgHjo=">AAACNnicbVBBSxtBFJ61ttXY1lSPXgZDQQ+GXVEqSEDqRQOCSqNCJg1vJy/J4MzuMvO2EoL7p7z4O7x58dAiXv0JTmIOrfrBMN9833u8eV+caeUoDG+DqXfT7z98nJktzX36/GW+/HXhxKW5ldiQqU7tWQwOtUqwQYo0nmUWwcQaT+Pz3ZF/+hutU2nykwYZtgz0EtVVEshL7fKB6CCtHKzWoqIQx6rXJ7A2vSj8S5TGXn21Jm IkED0wBtYE6KwPv9Zr0XZR1P1dF6QMOl6vre23y5WwGo7BX5NoQipsgsN2+UZ0UpkbTEhqcK4ZhRm1hmBJSY2XJZE7zECeQw+bnibgJ7WG47Uv+TevdHg3tf4kxMfqvx1DMM4NTOwrDVDfvfRG4lteM6fuVmuokiwnTOTzoG6uOaV8lCHvKIuS9MATkFb5v3LZBwuSfNIlH0L0cuXX5GS9Gm1Ww6ONys6PSRwzbIktsxUWse9sh+2xQ9Zgkl2xW/aH/Q2ug7vgPnh4Lp0KJj2L7D8Ej0+j2aqb</latexit>

det(M) = 1 )
det(J) = �� � ↵2 = 1; J2 = J ⇥ J = �I

- Stability criterion
For many turnns N

<latexit sha1_base64="DTkiVUx/5KbNHmjZ4QoYyBQ06Rg="></latexit>

MN = (I · cos(µ) + J · sin(µ))N =

= I · cos(Nµ) + J sin(Nµ)

<latexit sha1_base64="8NvgNCUkofce3wY1FfC6IY4/2xA=">AAACGHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSTbAILUJNRNGNUHTjqlSwF2himUwn7dCZSZiZCCX0Mdz4Km5cKOK2O9/GaZpFbT0w8PH/53Dm/H5EiVS2/WPkVlbX1jfym4Wt7Z3dPXP/oCnDWCDcQCENRduHElPCcUMRRXE7Ehgyn+KWP7yb+q1nLCQJ+aMaRdhjsM9JQBBUWuqaZyUXhbLksrh8SlxJeIrlp9pNqtfmjJS7ZtGu2GlZy+BkUARZ1bvmxO2FKGaYK0ShlB3HjpSXQKEIonhccGOJI4iGsI87GjlkWHpJetjYOtFKzwpCoR9XVqrOTySQSTlivu5kUA3kojcV//M6sQquvYTwKFaYo9miIKaWCq1pSlaPCIwUHWmASBD9VwsNoIBI6SwLOgRn8eRlaJ5XnMuK/XBRrN5mceTBETgGJeCAK1AF96AOGgCBF/AGPsCn8Wq8G1/G96w1Z2Qzh+BPGZNfrVSeTQ==</latexit>

(cos(µ) + i sin(µ))N = cos(Nµ) + i sin(Nµ)
Similar to Moivre formula:
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<latexit sha1_base64="xLXWd0jtrCdILGnlTCCDloEYC9U=">AAACI3icbVDLTgIxFO34RHyhLt00EhPckBmi0bgiunFjggmvhCGkUy7Q0M6MbceEDPAtbvwVNy40xI0L/8UCs1DwJE1Oz7kn7T1eyJnStv1lrayurW9sprbS2zu7e/uZg8OqCiJJoUIDHsi6RxRw5kNFM82hHkogwuNQ8/q3U7/2BFKxwC/rQQhNQbo+6zBKtJFamWtXROPYlQKLSOmxB2OT5iPXTQ9dGqicsc+GLodH7Ey1sszdJ/dCK5O18/YMeJk4CcmiBKVWZuK2AxoJ8DXlRKmGY4e6GROpGeUwSruRgpDQPulCw1CfCFDNeLbjCJ8apY07gTTH13im/k7ERCg1EJ6ZFET31KI3Ff/zGpHuXDVj5oeRBp/OH+pEHOsATwvDbSaBaj4whFDJzF8x7RFJqDa1pk0JzuLKy6RayDsXefvhPFu8SepIoWN0gnLIQZeoiO5QCVUQRc/oFb2jD+vFerMm1ud8dMVKMkfoD6zvH4TOpBk=</latexit>

µ must be real

| cos(µ)|  1

|Tr(M)|  2 Trace-theorem

- Stability criterion
For many turnns N

<latexit sha1_base64="DTkiVUx/5KbNHmjZ4QoYyBQ06Rg="></latexit>

MN = (I · cos(µ) + J · sin(µ))N =

= I · cos(Nµ) + J sin(Nµ)

<latexit sha1_base64="XX7OrFUQRcUzScIJslcAGp+EMzg=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cq9gOaUDbbTbt0sxt2N0oJ/RtePCji1T/jzX/jps1BWx8MPN6bYWZemHCmjet+O6WV1bX1jfJmZWt7Z3evun/Q1jJVhLaI5FJ1Q6wpZ4K2DDOcdhNFcRxy2gnHN7nfeaRKMykezCShQYyHgkWMYGMl379nw5HBSsmnSr9ac+vuDGiZeAWpQYFmv/rlDyRJYyoM4VjrnucmJsiwMoxwOq34qaYJJmM8pD1LBY6pDrLZzVN0YpUBiqSyJQyaqb8nMhxrPYlD2xljM9KLXi7+5/VSE10FGRNJaqgg80VRypGRKA8ADZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsbGlIfgLb68TNpnde+i7t6d1xrXRRxlOIJjOAUPLqEBt9CEFhBI4Ble4c1JnRfn3fmYt5acYuYQ/sD5/AHLEpGF</latexit>

)
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- Twiss parameters Assume Tr(M)<2

<latexit sha1_base64="+PNJLboFNWWizn0z8E4AyfE3rBg="></latexit>

cos(µ) =
1

2
Tr(M) =

1

2
(M11 +M22)

sin(µ) = sign(M12)
p
(1� cos2(µ))

� =
M12

sin(µ)

↵ =
M11 �M22

2 sin(µ)

� = � M21

sin(µ)

Real
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- Twiss parameters

Since Matrix M depends on the starting values, Twiss parameters are functions of s

<latexit sha1_base64="N6x0BGZgXzLS1ayCoMdc8NLInWM=">AAACCnicbZDLSsNAFIYn9VbjLerSTbQIdVMSUXRZdOOygr1AE8rJdNIOnZmEmYlQQtdufBU3LhRx6xO4821M2gja+sPAx3/O4cz5g5hRpR3nyygtLa+srpXXzY3Nre0da3evpaJEYtLEEYtkJwBFGBWkqalmpBNLAjxgpB2MrvN6+55IRSNxp8cx8TkMBA0pBp1ZPevQC4iGqjrxPNMDFg9/eACc52z2rIpTc6ayF8EtoIIKNXrWp9ePcMKJ0JiBUl3XibWfgtQUMzIxvUSRGPAIBqSboQBOlJ9OT5nYx5nTt8NIZk9oe+r+nkiBKzXmQdbJQQ/VfC03/6t1Ex1e+ikVcaKJwLNFYcJsHdl5LnafSoI1G2cAWNLsrzYeggSss/TyENz5kxehdVpzz2vO7VmlflXEUUYH6AhVkYsuUB3doAZqIowe0BN6Qa/Go/FsvBnvs9aSUczsoz8yPr4BBM+YjA==</latexit>

�(s)

↵(s)

�(s)

Optical functions,
Betatron functions,
Amplitude functions,
Lattice functions

Goal: describe machine!

µ – independent of s, machine parameter defined by matrix M to 2p

Phase advance of b(s) per revolution
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11.3 Solution of Hill‘s equations

<latexit sha1_base64="ZuP152gUfFRCnsn5Q0D1pKyf/fc=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBZpRSiJKHoRil48VrAf0Iay2W7apZtN3N0UQujv8OJBEa/+GG/+G7dtDtr6YODx3gwz87yIM6Vt+9vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g6YKY0log4Q8lG0PK8qZoA3NNKftSFIceJy2vNHd1G+NqVQsFI86iagb4IFgPiNYG8lNyuWzUS+pqNPkxu4VS3bVngEtEycjJchQ7xW/uv2QxAEVmnCsVMexI+2mWGpGOJ0UurGiESYjPKAdQwUOqHLT2dETdGKUPvJDaUpoNFN/T6Q4UCoJPNMZYD1Ui95U/M/rxNq/dlMmolhTQeaL/JgjHaJpAqjPJCWaJ4ZgIpm5FZEhlphok1PBhOAsvrxMmudV57JqP1yUardZHHk4gmOogANXUIN7qEMDCDzBM7zCmzW2Xqx362PemrOymUP4A+vzB+KrkN8=</latexit>

y00 + ky(s)y = 0
(6.24) in Hinterberger

<latexit sha1_base64="r5OYUpaL39VHnROMcNK0QWgokMk=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSK0CCURRTdC0Y3LCvYBTQiT6aQdOnk4cyOE0G9w46+4caGIW1fu/BsnbRbaemCYc8+5l5l7vJgzCab5rZWWlldW18rrlY3Nre0dfXevI6NEENomEY9Ez8OSchbSNjDgtBcLigOP0643vs797gMVkkXhHaQxdQI8DJnPCAYluXo9rcn6JbblvYDM9ihgVU9sEsm+3ZJMFcf57ZqOq1fNhjmFsUisglRRgZarf9mDiCQBDYFwLGXfMmNwMiyAEU4nFTuRNMZkjIe0r2iIAyqdbLrSxDhSysDwI6FOCMZU/T2R4UDKNPBUZ4BhJOe9XPzP6yfgXzgZC+MEaEhmD/kJNyAy8nyMAROUAE8VwUQw9VeDjLDABFSKFRWCNb/yIumcNKyzhnl7Wm1eFXGU0QE6RDVkoXPURDeohdqIoEf0jF7Rm/akvWjv2sestaQVM/voD7TPH8bQnOU=</latexit>

y(s) = a
p
�(s) cos[ (s) + 0] 2

<latexit sha1_base64="PPSpUaU430L0zQAavOaL3eZLHu0=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNgVRY9BLx4jmIckS5idzCZD5rHMzAphiT/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vf3tLyyuraemGjuLm1vbNb2ttvGJVqQutEcaVbETaUM0nrlllOW4mmWEScNqPhzcRvPlJtmJL3dpTQUOC+ZDEj2DrpAZ8+dWqGdf1uqexX/CnQIglyUoYctW7pq9NTJBVUWsKxMe3AT2yYYW0Z4XRc7KSGJpgMcZ+2HZVYUBNm04PH6NgpPRQr7UpaNFV/T2RYGDMSkesU2A7MvDcR//PaqY2vwozJJLVUktmiOOXIKjT5HvWYpsTykSOYaOZuRWSANSbWZVR0IQTzLy+SxlkluKj4d+fl6nUeRwEO4QhOIIBLqMIt1KAOBAQ8wyu8edp78d69j1nrkpfPHMAfeJ8/JauP+g==</latexit>

a,  0 are defined for each particle, which are the amplitude and
the phase of oscillations, respectively

<latexit sha1_base64="7aRPip8Ir8Ii5iYH77T8D2ysu9o=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69BItQLyURRY9FLx4r2A9oQplst+3SzSbuTgol9J948aCIV/+JN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSK4Rtf9tgpr6xubW8Xt0s7u3v6BfXjU1HGqKGvQWMSqHYJmgkvWQI6CtRPFIAoFa4Wju5nfGjOleSwfcZKwIIKB5H1OAY3UtW3w9ZPCzA8ZQkWfT7t22a26czirxMtJmeSod+0vvxfTNGISqQCtO56bYJCBQk4Fm5b8VLME6AgGrGOohIjpIJtfPnXOjNJz+rEyJdGZq78nMoi0nkSh6YwAh3rZm4n/eZ0U+zdBxmWSIpN0saifCgdjZxaD0+OKURQTQ4Aqbm516BAUUDRhlUwI3vLLq6R5UfWuqu7DZbl2m8dRJCfklFSIR65JjdyTOmkQSsbkmbySNyuzXqx362PRWrDymWPyB9bnD3ajk4o=</latexit>

a
p
�(s) Variable amplitude along

<latexit sha1_base64="EEGK0CGxonU4cf+4TgBlSIXBySM=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Ae0oWy2k3bpZhN2N4US+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikpeNUMWyyWMSqE1CNgktsGm4EdhKFNAoEtoPx/dxvT1BpHssnM03Qj+hQ8pAzaqzU7k2QZXrWL1fcqrsAWSdeTiqQo9Evf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgTOSr1UY0LZmA6xa6mkEWo/W5w7IxdWGZAwVrakIQv190RGI62nUWA7I2pGetWbi/953dSEt37GZZIalGy5KEwFMTGZ/04GXCEzYmoJZYrbWwkbUUWZsQmVbAje6svrpHVV9WpV9/G6Ur/L4yjCGZzDJXhwA3V4gAY0gcEYnuEV3pzEeXHenY9la8HJZ07hD5zPH6ucj8k=</latexit>

~s

<latexit sha1_base64="sE//z2Ba+zk1t9ENXtAFoVXv7IQ=">AAACDHicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAh1UxJRdCMU3bisYB/QhDKZ3LRDJ5MwMxFKyAe48VfcuFDErR/gzr9x2mahrQcGDuecy517/IQzpW3721paXlldWy9tlDe3tnd2K3v7bRWnkkKLxjyWXZ8o4ExASzPNoZtIIJHPoeOPbiZ+5wGkYrG41+MEvIgMBAsZJdpI/UrVDSWhWeA2FcuzQOVXM8HJM9cHTWrqJDcpu25PgReJU5AqKtDsV77cIKZpBEJTTpTqOXaivYxIzSiHvOymChJCR2QAPUMFiUB52fSYHB8bJcBhLM0TGk/V3xMZiZQaR75JRkQP1bw3Ef/zeqkOL72MiSTVIOhsUZhyrGM8aQYHTALVfGwIoZKZv2I6JKYMbformxKc+ZMXSfu07pzX7buzauO6qKOEDtERqiEHXaAGukVN1EIUPaJn9IrerCfrxXq3PmbRJauYOUB/YH3+AFmYm8o=</latexit>

d 

ds
=

1

�(s)
Variable wave number (                                       - wavelength)
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Particle moves always on the same orbit

!!! RESONANCE !!!

Disturbances will be multiplied

!!! Instability !!!
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µ – independent of s, machine parameter defined by matrix M to 2p
Phase advance of b(s) per revolution

K. Blaum / Physics Reports 425 (2006) 1 –78 19

Gas-target

Quadrupole-
triplet

Septum-
magnet

Dipole magnet

Fast kicker
magnet

RF-Accelerating
cavity

Hexapole-
magnets

From the FRS

Extraction

To the SIS

Quadrupole-
dublet

Schottky pick-ups

0 10m

Electron
cooler

Fig. 13. (Color) (left) Schematic view of the experimental storage ring ESR at GSI-Darmstadt. Highly charged ions are injected into the ESR directly
from the heavy-ion synchrotron (SIS) or after fragmentation and separation in the fragment separator (FRS). The ring consists of six 60◦ dipole
magnets and six quadrupole triplets and doublets, respectively, to keep the ions on their ideal trajectory. Also shown are the basic components
along with the diagnostic and experimental elements. On the right is an inset showing the Betatron oscillation superposed on the ideal trajectory
(“Sollbahn”).

The proportional factor includes the relativistic relation between the momentum and velocity of a particle (1/!2 with

! = 1/

√
1 − "2 the relativistic Lorentz factor and c the velocity of light), and the relation between momentum and

trajectory change (1/!2
t ) [153]. !t is referred to as the transition-! and defined by df/dpP|!=!t = 0. That is to say, for

! = !t a change in energy or momentum does not cause a change in frequency. For ! < !t an increasing momentum
causes a frequency increase. The principles of mass measurements in a storage ring will be described in Section 4.4.
The longitudinal momentum spread !pP/pP is determined by the equilibrium between the cooling force of the applied
cooling technique (see Section 4.3) on the one hand and counteracting heating effects such as intra-beam scattering on
the other hand. By means of electron cooling, momentum spreads !pP/pP !1 × 10−6 are routinely achieved at the
ESR for low intensity ion beams [154].

The acceptance of storage-cooler rings is, for a typical energy of 300 MeV/u, restricted to about 10 to 30#-mm-mrad
for both the horizontal and vertical emittance. Since a mass-to-charge band m/q of typically ±1% can be stored, heavier
ions with the same mass m, but different charge states q, can circulate simultaneously in a storage ring.

4. Ion manipulation and mass measurement techniques

Accumulation, storing, and cooling techniques play an increasingly important role in many areas of science. This is
reflected by the awards of Nobel prizes within the last two decades to more than ten pioneers of particle, ion, or atom
cooling. In this chapter the main ion manipulation, cooling, and frequency determination techniques in ion traps for
mass measurements will be discussed.
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y(s) = a
p
�(s) cos[ (s) + 0] 2

What is a?

After lengthy and tedious mathematical efforts one can rewrite as: 2

y2

�
+

(↵y + �y0)2

�
= a2 = ✏

Courant-Snyder Invariant
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Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

Machine Ellipse

Area
E = ⇡a2 = ⇡✏ = const



Lecture 7

11. Transverse Beam Dynamics

11.5 Courant-Snyder Invariant

6.5 Courant-Snyder-Invariante und Maschinenellipse 251

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

y′ (mrad)

y (mm)

•

•y′
cor = −α

q
ε
β

•
ymax =

√
εβ

•
yint =

p
ε/γ

•

•
ycor = −α

p
ε/γ

•y′
max =

√
εγ

•y′
int =

p
ε/β

Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
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Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

1. A particle with coordinates (y,y‘) propagates along a 
changing ellipse

2. The area of the ellipse is constant and is defined by a

3. The shape of the ellipse is defined by the machine itself
via a(s), b(s), g(s) func>ons (machine ellipse)

4. Plotting (y,y‘) after each revolution gives an ellipse

5. All particles with smaller a are enclosed in the ellipse
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Akzeptanz

Bei einer vorgegebenen Maschine sind die Enveloppen durch die Wände der
Vakuumkammern oder andere Hindernisse begrenzt. Häufig wird die Begren-
zung mithilfe eines Strahlabschälers (”beam scraper“) definiert eingestellt.
An dem Engpass sei die maximal mögliche Strahlausdehnung ysc, und die
Betatronfunktion habe den Wert βsc. Damit erhalten wir εmax und die ma-
ximal mögliche Strahlemittanz, d. h. die Akzeptanz bzw. Admittanz A der
Maschine,

εmax =
y2
sc

βsc
, A = πεmax . (6.41)

Wenn wir εmax in (6.39) einsetzen, erhalten wir die maximal mögliche Strah-
lenveloppe. Analoge Gleichungen gelten für die (x, x′)-Phasenebene.

6.5.2 Floquet’sche Transformation, Kreisdiagramm

Durch eine einfache lineare Transformation kann man die durch (α,β, γ) de-
finierte Ellipse in der Form eines Kreises darstellen (siehe Abb. 6.3). Gleich-
zeitig wird der Laufparameter s durch den Betatronphasenvorschub ψ(s) er-
setzt. Das resultierende Kreisdiagramm ist sehr hilfreich zur Diskussion von
Teilchenbewegungen in der Phasenraumebene. Die Transformation wird auch
zur quantitativen Analyse von Störfeldeffekten und Resonanzen benötigt.
Die Gleichung (6.33) legt die Definition der linearen Transformation nahe.
Die Transformation ist durch die folgenden Zuordnungen und Gleichungen
festgelegt,

s←→ ψ(s) mit
dψ
ds

=
1

β(s)
,

Abb. 6.3. a) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der Form einer Phase-
nellipse in der (y, y′)-Ebene. b) Darstellung der Courant-Snyder-Invarianten in der
Form eines Kreises im Kreisdiagramm (η, η′) = (η, dη/dψ). Die Punkte 1,2, . . . , 5
markieren ein einzelnes Teilchen nach 1, 2, . . . , 5 Umläufen

Revolution number
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11.6 Beam ellipse & machine ellipse
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Lecture 7

8. Beam Properties

Density distribuYon in (x,x‘) plane                    can typically presented with an ellipse
<latexit sha1_base64="JBOsfywWveHB+swzhcqktVV1WdA=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaxgpRdUfRY9OKxgv3AdinZNNuGZpMlyUrL0n/hxYMiXv033vw3pu0etPpg4PHeDDPzgpgzbVz3y8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29hpaJIrROJJeqFWBNORO0bpjhtBUriqOA02YwvJn6zUeqNJPi3oxj6ke4L1jICDZWeuiogSyPTkfHJ91iya24M6C/xMtICTLUusXPTk+SJKLCEI61bntubPwUK8MIp5NCJ9E0xmSI+7RtqcAR1X46u3iCjqzSQ6FUtoRBM/XnRIojrcdRYDsjbAZ60ZuK/3ntxIRXfspEnBgqyHxRmHBkJJq+j3pMUWL42BJMFLO3IjLAChNjQyrYELzFl/+SxlnFu6i4d+el6nUWRx4O4BDK4MElVOEWalAHAgKe4AVeHe08O2/O+7w152Qz+/ALzsc3cTaQGw==</latexit>

⇢(x, x0)

Phase ellipse

<latexit sha1_base64="+vF5YIta7Quq3XoOUeRwAtLS+zE="></latexit>

�x =

✓
�11 �12

�21 �22

◆
=

✓
�11 �12
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◆
<latexit sha1_base64="7BNGVeHNetDznsL6Q4qwatHrSn4=">AAACAXicbZDLSsNAFIYn9VbrLepGcDNYBFclKYpuhKIblxXsBdoQJtNJO3RmEmYmQglx46u4caGIW9/CnW/jpI2grT8MfPznHM6cP4gZVdpxvqzS0vLK6lp5vbKxubW9Y+/utVWUSExaOGKR7AZIEUYFaWmqGenGkiAeMNIJxtd5vXNPpKKRuNOTmHgcDQUNKUbaWL590Fd0yJGfuvXs8ofrblbx7apTc6aCi+AWUAWFmr792R9EOOFEaMyQUj3XibWXIqkpZiSr9BNFYoTHaEh6BgXiRHnp9IIMHhtnAMNImic0nLq/J1LElZrwwHRypEdqvpab/9V6iQ4vvJSKONFE4NmiMGFQRzCPAw6oJFiziQGEJTV/hXiEJMLahJaH4M6fvAjtes09qzm3p9XGVRFHGRyCI3ACXHAOGuAGNEELYPAAnsALeLUerWfrzXqftZasYmYf/JH18Q1oH5Y0</latexit>�12 = �21

<latexit sha1_base64="Xx2A8olM41xv9+fewm3i5Mu9aA4=">AAAB+XicbVBNS8NAEJ34WetX1KOXxSLUS0lE0ZMUvXisYD+gCWGz2bZLN5uwuymW0H/ixYMiXv0n3vw3btsctPXBwOO9GWbmhSlnSjvOt7Wyura+sVnaKm/v7O7t2weHLZVkktAmSXgiOyFWlDNBm5ppTjuppDgOOW2Hw7up3x5RqVgiHvU4pX6M+4L1GMHaSIFtexHVVU+xfoyDp7MbJ7ArTs2ZAS0TtyAVKNAI7C8vSkgWU6EJx0p1XSfVfo6lZoTTSdnLFE0xGeI+7RoqcEyVn88un6BTo0Sol0hTQqOZ+nsix7FS4zg0nTHWA7XoTcX/vG6me9d+zkSaaSrIfFEv40gnaBoDipikRPOxIZhIZm5FZIAlJtqEVTYhuIsvL5PWec29rDkPF5X6bRFHCY7hBKrgwhXU4R4a0AQCI3iGV3izcuvFerc+5q0rVjFzBH9gff4AgYqS6w==</latexit>

det(�x) > 0

Phase ellipse:
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)

Vector from origin to ellipse boundary
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Lecture 7

8. Beam Properties
Emittance

<latexit sha1_base64="3x/qcyedvYzt0NHH1qM9+D76h1Q="></latexit>

det(�x) = �22x
2
1 � 2�12x1x2 + �11x

2
2 = ✏2x1

Area of the ellipse

Emittance:

<latexit sha1_base64="uSonnGjA/BCmo7MOOAFsMMTSoz0=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+Tbn29Sjl+AQvDha3y/C0IvHCe4F2jrSNN3CkrYkqTDK/B5e/CpePCjixYPgtzHtetDNBwL//H/PQ/L8vZhRqUzz2yjNzS8sLpWXKyura+sb1c2ttowSgUkLRywSXQ9JwmhIWooqRrqxIIh7jHS84VXGO/dESBqFt2oUE5ejfkgDipHSVq96lDqCQ+vB5tx1sB8pmwvkuxdWfrHMu/TgdKxpATM27lVrZt3MC84KqxA1UFSzV/10/AgnnIQKMySlbZmxclMkFMWMjCtOIkmM8BD1ia1liDiRbpovN4Z72vFhEAl9QgVz9/dEiriUI+7pTo7UQE6zzPyP2YkKzt2UhnGiSIgnDwUJgyqCWVLQp4JgxUZaICyo/ivEAyQQVjrPig7Bml55VrQP69ZJ3bw5rjUuizjKYAfsgn1ggTPQANegCVoAg0fwDF7Bm/FkvBjvxsektWQUM9vgTxlfP71gock=</latexit>

1 [mm] · [mrad] = 1 · 10�6 [m] · [rad]

Often this is emittance

Maximal values:
<latexit sha1_base64="QhZqFXdk5hWxVoVTPPmAV8zuzoc=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBFclUQU3QhFNy4r2Ac0IUymk3bozCTOTKQlZOfGX3HjQhG3/oI7/8Zpm4W2HrhwOOde7r0nTBhV2nG+rYXFpeWV1dJaeX1jc2vb3tltqjiVmDRwzGLZDpEijArS0FQz0k4kQTxkpBUOrsd+64FIRWNxp0cJ8TnqCRpRjLSRAvtgGGSe5JCjYX7pqXupM0/RHkdB5rp5HtgVp+pMAOeJW5AKKFAP7C+vG+OUE6ExQ0p1XCfRfoakppiRvOyliiQID1CPdAwViBPlZ5M/cnhklC6MYmlKaDhRf09kiCs14qHp5Ej31aw3Fv/zOqmOLvyMiiTVRODpoihlUMdwHArsUkmwZiNDEJbU3ApxH0mEtYmubEJwZ1+eJ82TqntWdW5PK7WrIo4S2AeH4Bi44BzUwA2ogwbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFtXbCKmT3wB9bnD6U9mcw=</latexit>

xmax =
p
�11
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11. Transverse Beam Dynamics

11.6 Beam ellipse & machine ellipse

Machine ellipse

Defined by the machine
(la`ce, ion-op>cal se`ngs, 
apertures)

Beam ellipse

Can be very different from
machine ellipse (e.g. 
injection)

Matching
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Abb. 6.2. Darstellung einer Courant-Snyder-Invarianten als Phasenellipse in der
(y, y′)-Ebene

in einen Ringbeschleuniger, siehe Abb. 6.4). Bei der Injektion sollten die Strah-
lellipsen an die Maschinenellipsen angepasst werden. Bei Fehlanpassung sorgt
zwar der Mechanismus der Filamentation (siehe Abb. 6.5 und 6.6) für eine
langsame Anpassung der Strahlellipsen an die Maschinenellipsen. Dabei wer-
den allerdings die effektiven Emittanzen größer, d. h. die Strahlqualität wird
schlechter.

Wenn Strahlellipse und Maschinenellipse übereinstimmen, kann man den
folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf
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folgenden Zusammenhang mit der in Abschn. 4.7 eingeführten σ-Matrix her-
stellen,

σ =
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
= εx

(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
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x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
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(
βx −αx

−αx γx

)
=
(

εxβx −εxαx

−εxαx εxγx

)
. (6.35)

Die Größen
√
εxβx und √εxγx stellen die maximale Ausdehnung in x- bzw.

x′-Richtung dar, die Größe −αx ist ein Maß für die Korrelation zwischen x
und x′ (siehe Abb. 6.2). Ganz analog sehen die Gleichungen für die (y, y′)-
Phasenebene aus. In der Regel hat die Intensitätsverteilung in der (x, x′)-
bzw. (y, y′)-Ebene näherungsweise die Form einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung (siehe Abb. 4.18). Die Projektion dieser Intensitätsverteilung auf

Maximal spatial extension

Maximal angular extension
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in der Abb. 4.17 angedeutet. Die maximale Ausdehnung in x- und x′-Richtung
ergibt sich aus

xmax =
√
σ11 , x′

max =
√
σ22 . (4.107)

Das Matrixelement σ12 ist ein Maß für die Korrelation zwischen Ortsabwei-
chung x und Winkelabweichung x′ im Strahl. Man definiert daher auch den
dimensionslosen Korrelationsparameter r12

r12 =
σ12√
σ11σ22

. (4.108)

Für den Korrelationsparameter r12 gilt

−1 ≤ r12 ≤ +1 . (4.109)

Zwei weitere nützliche Größen sind xcor und x′
cor,

xcor = r12
√
σ11 , x′

cor = r12
√
σ22 .
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die x- bzw. y-Achse ergibt angenähert eine eindimensionale Gaußverteilung.
Die resultierende Intensitätsverteilung ist das sogenannte Strahlprofil (sie-
he Abb. 4.19). Das Strahlprofil kann leicht gemessen werden. Da es bei die-
sen Verteilungen keinen scharfen Rand gibt, definieren wir die Größe εx und
die Emittanz πεx mithilfe der leicht messbaren Standardabweichung σx des
Strahlprofils. Wie bereits in Abschn. 4.7.2 festgestellt, gibt es unterschiedliche
Festlegungen für die Größe εx und die Emittanz πεx. Je nachdem, ob wir eine,
zwei oder drei Standardabweichungen zugrunde legen, erhalten wir

√
ε1σx βx = σx ,

√
ε2σx βx = 2σx ,

√
ε3σx βx = 3σx . (6.36)

Bei Elektronenmaschinen wird meistens ε1σ verwendet, bei Protonenmaschi-
nen ε2σ. Analoge Gleichungen gelten für die (y, y′)-Phasenebene.

RMS-Emittanz

Die 1σ-Emittanz wird auch RMS-Emittanz (RMS = ”Root Mean Square“)
genannt. Für die (x, x′)- und (y, y′)-Ebene lautet die Definition

ε1σx =
√
〈x2〉 〈x′2〉 − 〈xx′〉2 , ε1σy =

√
〈y2〉 〈y′2〉 − 〈yy′〉2 . (6.37)

Man kann die RMS-Emittanz für einen an die Maschinenellipse angepassten
Strahl auch mithilfe der Courant-Snyder Invarianten definieren. Für ein En-
semble von N Teilchen ist die RMS-Emittanz ε1σx bzw. ε1σy als der Mittelwert
aller Einteilchen-Invarianten εx,i bzw. εy,i (siehe (6.34)) definiert,

ε1σx =
1
N

∑

i

εx,i =
1
N

∑

i

γxx2
i + 2αxxix

′
i + βxxi

′2 ,

ε1σy =
1
N

∑

i

εy,i =
1
N

∑

i

γyy2
i + 2αyyiy

′
i + βyyi

′2 .
(6.38)

Strahlenveloppe

Die resultierende Strahlenveloppe (Strahleinhüllende) erhalten wir unmittel-
bar aus dem Verlauf der Betatronfunktion β(s) (siehe auch Abb. 6.7). Wir
notieren die sehr einfache, aber extrem wichtige und nützliche Gleichung zur
Berechnung der Strahlenveloppen eines angepassten Strahles

ymax(s) =
√
ε
√
β(s) . (6.39)

Ganz analog erhalten wir für die maximale Richtungsabweichung

y′
max(s) =

√
ε
√
γ(s) . (6.40)

Die Größen ymax und y′
max entsprechen natürlich wieder je nach Definition

der Emittanz einer, zwei oder drei Standardabweichungen des entsprechenden
Strahlprofils. Wenn man die auf eine Standardabweichuing bezogene RMS-
Emittanz einsetzt, ergeben sich die sogenannten RMS-Enveloppen.
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Die Größen ymax und y′
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Definition:
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Abb. 4.18. Dichteverteilung in der Form einer zweidimensionalen Gaußverteilung.
Hier ist die Dichte als Funktion der Ortsabweichung x und der Richtungsabweichung
x′ aufgetragen

Gaußverteilung 39,3% der gesamten Intensität. Die umschlossene Fläche ist
die 1σ-Emittanz mit

ε1σx = εx =
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 4

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−4/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht zwei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen
Gaußverteilung 86,5% der gesamten Intensität. Die 2σ-Emittanz ist gegenüber
der 1σ-Emittanz um den Faktor vier größer. Die umschlossene Fläche ist die
2σ-Emittanz mit

ε2σx = 4 ε1σx = 4
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 9

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−9/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht drei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen

Machine parameters
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von −∞ bis +∞ erstreckt, der Teilchenstrahl jedoch nach außen durch das
Strahlrohr scharf begrenzt ist.

Innerhalb des Strahlrohres wird der eigentliche Strahl häufig noch durch
einen Halo von gestreuten Teilchen sehr niedriger Intensität umgeben. Der
Halo hat in der Regel eine Dichteverteilung, die von der Gaußverteilung des
eigentlichen Strahls deutlich abweicht, d. h. für Orts- und Richtungsabwei-
chungen, die größer als drei Standardabweichungen sind, macht sich ein Un-
tergrund von Teilchen bemerkbar, der meistens deutlich größer ist als das,
was man nach Gleichung (4.116) erwartet.

4.7.4 Strahlenveloppen

Wenn man nun das Strahlprofil in einem Strahlführungssystem an verschie-
denen Stellen misst und die charakteristische Strahlbreite

xmax(s) =
√
σ11(s) (4.117)

als Funktion von s aufträgt, erhält man die Strahleinhüllende oder Strahlen-
veloppe. Die Strahlenveloppe ist eine direkte und anschauliche Darstellung
des Strahls, d. h. der Gesamtheit aller Strahlteilchen. Wenn man für

√
σ11

eine Standardabweichung zugrundelegt, ergeben sich die sogenannten RMS-
Enveloppen. In der Abb. 4.20 ist zur Illustration die Enveloppe in der Umge-
bung einer Strahltaille (englisch ”beam waist“) in einem Driftstreckenbereich
skizziert. Vor der Taille ist der Strahl konvergent, er konvergiert auf die engste
Einschnürung. Nach der Taille ist der Strahl divergent. Die Phasenellipse vor
der Taille ist durch eine negative Korrelation r12 zwischen der Ortsabwei-
chung x und der Richtungsabweichung x′ gekennzeichnet. Entsprechend ist
die Korrelation r12 nach der Taille positiv. Die Enveloppe ist die Darstellung
von √σ11(s).

4.7.5 Transformation der Phasenellipsen

Wir kommen nun zu dem Problem, wie ändern sich die Phasenellipsen und
Dichteverteilungen des Strahles beim Durchgang durch ein Strahlführungssys-
tem? Hierzu betrachten wir die Transformation der Strahlmatrizen σx bzw. σy .

Abb. 4.20. Strahlenveloppe in der Umgebung einer Strahltaille

Beam envelope (RMS envelope)
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Maximum beam emittance which can be transmitted through the machine

✏max =
x2
max

�

A = ⇡✏maxAcceptance/Admittance
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11.8 Machine ellipse

Ellipses defined by a, b, g functions are nothing else than eigenellipses
se of matrix M at easch s!
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Eigenellipses are defined at each s via Twiss matrix
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Durch die Twiss-Matrix M(s) = R(s, s + C) ist die Eigenellipse σe(s) an
jeder Stelle s festgelegt. Das Bindeglied zwischen M(s) und σe(s) sind die
optischen Funktionen α(s),β(s), γ(s), d. h. letztlich die Betatronfunktion β(s).
Man kann leicht zeigen, dass aus (6.52) die spezielle Form der σe-Matrix folgt,
d. h. aus

M(s) = cosµ

(
1 0
0 1

)
+ sin µ

(
α(s) β(s)
−γ(s) −α(s)

)
(6.54)

folgt

σe(s) = ε

(
β(s) −α(s)
−α(s) γ(s)

)
. (6.55)

Die Eigenellipse ist in ihrer Form durch die Funktionen α(s), β(s) und γ(s)
festgelegt. Die Fläche, d. h. die Größe ε = a2, ist dabei ein freier Parame-
ter.

Eigenellipsoid

Wir betrachten einen Moment lang den 6-dimensionalen Phasenraum. Mit
Hilfe der jetzt 6×6-dimensionalen Transformationsmatrix R6×6(s, s+C), die
einen vollen Umlauf mit beliebigem Startpunkt s beschreibt, kann man das
entsprechende Eigenellipsoid in Form einer jetzt 6 × 6-dimensionalen σ6×6

e -
Matrix definieren:

M6×6(s) = R6×6(s, s + C) ,

σ6×6
e = M6×6σ6×6

e (M6×6)T (6.56)

Das Eigenellipsoid ermöglicht es, auch kompliziertere Korrelationen zwischen
den einzelnen Unterräumen elegant zu erfassen und zu formulieren. Besonders
wichtig sind die Korrelationen zwischen der radialen Ortsabweichung x, der
radialen Winkelabweichung x′, der longitudinalen Ortsabweichung l und der
Impulsabweichung δ, die durch die Matrixelemente σ12, σ16, σ26, σ15, σ25 und
σ56 erfasst werden (siehe z.B. [Hi81]). Das Konzept des Eigenellipsoids ist
natürlich nicht nur auf die Behandlung des vollen Beschleunigerringes mit der
Periodizitätslänge C beschränkt. Wenn der Beschleunigerring aus Superperi-
oden der Länge L periodisch aufgebaut ist, genügt es, das Eigenellipsoid einer
einzelnen Superperiode zu betrachten. Dies gilt auch für Linearbeschleuniger
und Strahlführungen mit periodischen Strukturen.

Anpassung

Bei der Injektion eines Teilchenstrahls in einen Beschleuniger sollte die Pha-
senraumverteilung des zu injizierenden Strahls möglichst optimal an das
Eigenellipsoid des Beschleunigers an der Übergabestelle angepasst sein. Die
optimale Anpassung (”matching“) erfordert eine entsprechend sorgfältige
Strahlpräparation. Ein fehlangepasster Strahl führt u. U. zu dramatisch größe-
ren Betatron- oder Synchrotronschwingungsamplituden. Dieses Phänomen
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Abb. 6.7. Die Strahlenveloppen und Eigenellipsen einer periodischen Anordnung
von Einheitszellen mit FODO-Struktur

6.6.1 Die Betatronfunktion β(s)

Die Betatronfunktion8 β(s) ist die zentrale Funktion zur Beschreibung der li-
nearen Bahndynamik eines Kreisbeschleunigers. Wir stellen stichwortartig die
wichtigsten Aspekte und Gleichungen zur Betatronfunktion β(s) zusammen.
Zur Veranschaulichung zeigen wir in Abb. 6.7 die Strahlenveloppen

√
ε
√
β(s)

und die Eigenellipsen einer FODO-Struktur. Die Einheitszelle der FODO-
Struktur besteht aus einem horizontal fokussierenden Quadrupol F, einer
Driftstrecke O, einem horizontal defokussierenden Quadrupol D und einer
weiteren Driftstrecke O. Wir beginnen nun mit der Aufzählung der Zusam-
menhänge:

• Twiss-Matrix:

M =

(
cosµ + α sin µ β sin µ

−γ sin µ cosµ− α sin µ

)

= cosµ

I︷ ︸︸ ︷(
1 0
0 1

)
+ sinµ

J︷ ︸︸ ︷(
α β

−γ −α

)

8 Häufig wird die Betatronfunktion β(s) auch Betafunktion oder Amplitudenfunkti-
on genannt.

FODO Cells
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• Mittlere Wellenzahl der Betatronschwingung:

k =
∮

ds

β(s)
/

∮
ds = 2π

Q

C

• Mittlere Wellenlänge der Betatronschwingung:

λ =
C

Q
.

6.6.2 Transformation der Twiss-Parameter α, β und γ

Wir betrachten die Transformation der Größen (α,β, γ). An einer bestimmten
Stelle s0 seien die Twiss-Parameter (α0,β0, γ0) bekannt. Die Transfermatrix R
von s0 nach s sei ebenfalls bekannt

R =
(

C S
C′ S′

)
.

Die Funktionen C und S repräsentieren die cosinus- und sinusähnlichen Ba-
sislösungen cx und sx bzw. cy und sy (siehe Abschn. 4.4). Aus der Gleichung
σ = Rσ0RT für die Transformation einer Ellipse folgt

(
β −α
−α γ

)
= R

(
β0 −α0

−α0 γ0

)
RT .

Damit erhalten wir für die Transformation der Twiss-Parameter



β
α
γ



 =




C2 −2SC S2

−CC′ SC′ + S′C −SS′

C′2 −2S′C′ S′2








β0

α0

γ0



 . (6.57)

Besonders einfach sind die Zusammenhänge für eine Driftstrecke. Wenn wir
von einer Strahltaille (”beam waist“) mit α0 = 0 und γ0 = 1/β0 ausgehen,
erhalten wir für β(s)

β(s) = β0 +
s2

β0
. (6.58)

Abb. 6.8. Die Betatronfunktion β(s) in der Umgebung einer Strahltaille mit β0 =
1 m
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Example: Drig

262 6 Transversale Bahndynamik in Kreisbeschleunigern

• Mittlere Wellenzahl der Betatronschwingung:

k =
∮

ds

β(s)
/

∮
ds = 2π

Q

C

• Mittlere Wellenlänge der Betatronschwingung:

λ =
C

Q
.

6.6.2 Transformation der Twiss-Parameter α, β und γ

Wir betrachten die Transformation der Größen (α,β, γ). An einer bestimmten
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Der Abstand s kann positiv oder negativ sein (siehe Abb. 6.8). Im allgemeinen
Fall erhalten wir für eine Driftstrecke

β(s) = β0 − 2α0s + γ0s
2 . (6.59)

Diese Gleichungen sind bei vielen Überlegungen von großem Nutzen.

6.6.3 Zusammenhang zwischen der Transfermatrix R(s)
und den optischen Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s)

Wir betrachten nun umgekehrt den funktionalen Zusammenhang zwischen
der Transfermatrix R(s) und den Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s). Die
Twiss-Parameter an einem beliebigen Startpunkt s0 seien (α0,β0, γ0), die
Twiss-Parameter an einem beliebigen Endpunkt s seien (α,β, γ), der Beta-
tronphasenvorschub zwischen s0 und s sei ψ. Wir wollen aus diesen Größen
die entsprechende Transfermatrix R(s) deduzieren. Hierzu schreiben wir die
allgemeine Lösung der Hill’schen Gleichung in der Form

y = a1

√
β(s) cosψ(s) + a2

√
β(s) sinψ(s) .

Aus den Randbedingungen (4.43) für die cosinus- und sinusähnlichen Ba-
sislösungen am Startpunkt folgt a1 = 1/

√
β0, a2 = α0/

√
β0 für C(s) und

a1 = 0, a2 =
√
β0 für S(s). Wir erhalten damit

R =





√
β
β0

(cosψ + α0 sinψ)
√
β0β sinψ

α0−α√
ββ0

cosψ − 1+αα0√
ββ0

sinψ
√

β0
β (cosψ − α sinψ)



 . (6.60)

Diese Gleichung stellt den komplexen Zusammenhang zwischen der Transfer-
matrix R(s) und den Funktionen α(s), β(s), γ(s) und ψ(s) dar. Sie ist für
viele Überlegungen von großem Nutzen. Ein interessanter Spezialfall ist die
R-Matrix nach einem Umlauf bzw. einer Superperiode, für die α = α0, β = β0,
γ = γ0 und ψ = µ gilt. Wir erhalten damit

R(s0, s0 + C) =
(

cosµ + α0 sin µ β0 sin µ
−γ0 sin µ cosµ− α0 sin µ

)
,

d. h. – wie erwartet – die Twiss-Matrix M(s0), siehe (6.6).

6.7 Dispersion in einem Kreisbeschleuniger

Zur Beschreibung von Teilchen mit einer endlichen Impulsabweichung ∆p/p0

wird die periodische Dispersion D(s) eingeführt. Im ersten Teil lernen wir
zwei Methoden zur Berechnung der periodischen Dispersion D(s) kennen. Im
zweiten Teil betrachten wir die Auswirkung der periodischen Dispersion auf
den Mechanismus der Phasenfokussierung und Synchrotronschwingung. Die
Auswirkung wird durch die Größen η und αp (”momentum compaction“) bzw.
γtr (”gamma transition“) erfasst.

In general:
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Table!1.!A!list!of!the!parameters!of!the!heavy!ion!mode!optics.!

 Heavy ion mode 

Injection energy, Einj ' 0.74 GeV/u 

Magnetic rigidity range, Bρ' [5, 50] Tm 

Kinetic energy range Ek for 238U92+ [0.17, 5.0] GeV/u 

Transition energy, γtr 5.1 

Slip factor at the injection energy, η 0.27 

Tunes, Qh/Qv 5.81/5.82 
Chromaticities, ξh /ξv -7.3/-8.4 

Maximum beta functions, βx/βy 91/90 m 

Maximum dispersion, Dx 8.0 m 

Transverse acceptance hor/ver 21.8/22.0 mm mrad 
Dynamic aperture 15.6 beam σ 

 

 

 
 
!  

0.0 100. 200. 300. 400. 500. 600.
                               s (m)

HESRCenterEC MAD-X 3.04.46  23/09/14 18.10.33
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Figure! 4.! Optical! functions! of! the! lattice! in! heavy! ion! mode:! horizontal!
amplitude! βx! (black),! vertical! amplitude! βy! (red),! dispersion! function! Dx!
(green).!Path!length!s[m]:!0?156!m!?!north!arc,!156?287!m!?!electron!cooler,!
287?443!m!?!south!arc,!444?575!m!?!PANDA!straight. 

Typical example (HESR at FAIR)
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Beam-Machine Matching 

σ
s
= beam ellipse

σ
 
= machine ellipse

Machine
ellipseBeam

ellipse
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Filamentation I

non-linear effects!

Filamentation

Errors of 2nd and
higher orders lead to
different DY than
„accepted“
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Filamentation II

spiraling!

Filamenta3on

Spiralling


