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Lecture Dates
https://uebungen.physik.uni-heidelberg.de/vorlesung/20222/1611/lecture

Date Topic
19.10.2022 Introduction and basic definitions
26.10.2022 Accelerating structures
02.11.2022 Accelerator Components
09.11.2022 Optics with magnets (1)
16.11.2022 Optics with magnets (2)
23.11.2022 Equations of motion
30.11.2022 Phase ellipses and magneto-optical system / Transverse beam dynamics
07.12.2022 Transverse beam dynamics, beam stability / Longitudinal beam dynamics
14.12.2023 Phase space and beam cooling (Invitation)
11.01.2023 Space charge and beam-beam dynamics
18.01.2023 Physics at Storage Rings
25.01.2023 Physics at Colliders
01.02.2023 New accelerator technologies
08.02.2023 Student seminar
15.02.2023 reserve
22.02.2023 reserve

Wednesdays, 14:15-16:00
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Summary of last lecture
Curvilinear coordinate system

118 4 Ionenoptik mit Magneten

von Systemen mit unterschiedlichen magnetischen Mittelebenen stets durch
eine entsprechende Rotation des Koordinatensystems zwischen den Systemen
möglich ist. Die zentrale Bahn liegt naturgemäß in der magnetischen Mittele-
bene.

Die momentane Position eines einzelnen Teilchens wird mithilfe eines
ebenen (x, y)-Koordinatensystems beschrieben, das sich entsprechend der
Geschwindigkeit des Teilchens entlang der zentralen Bahn bewegt (siehe
Abb. 4.1). Der Nullpunkt und die Richtung dieses mitbewegten (x, y)-Koordi-
natensystems ist durch die zentrale Bahn festgelegt. Die x-y Ebene ist die soge-
nannte Normalebene zur zentralen Bahn, d. h. die auf der x-y Ebene senkrecht
stehende s-Achse mit dem Einheitsvektor us ist durch den Tangentenvektor
der zentralen Bahn festgelegt. Die x-Achse mit dem Einheitsvektor ux liegt
in der magnetischen Mittelebene und zeigt in Strahlrichtung gesehen nach
links, d. h. bei einer positiven Krümmung der zentralen Bahn in Richtung des
lokalen Krümmungsradius ρ0, wie in Abb. 4.1 angedeutet. Die y-Achse mit
dem Einheitsvektor uy steht senkrecht auf der magnetischen Mittelebene. In
der Differenzialgeometrie werden die Vektoren ux und uy Hauptnormalen-
und Binormalenvektor genannt. Der längs der Sollbahn zurückgelegte Weg s
legt die momentane Position des mitbewegten Koordinatensystems fest. Hier-
bei ist s die Wegstrecke, die von einem beliebigen aber festen Startpunkt O
aus gerechnet wird. Durch die Angabe der Wegstrecke s und der Koordina-
ten (x, y) ist die momentane Position eines einzelnen Teilchens festgelegt. Zur
Beschreibung der Bahnkurve eines Teilchens genügt die Kenntnis des funktio-
nalen Zusammenhangs zwischen (x, y) und s, d. h. die Funktionen x(s) und
y(s) beschreiben die Bahn eines Teilchens relativ zur Sollbahn r0(s)

r(s) = r0(s) + x(s)ux(s) + y(s)uy(s) . (4.1)

Die Größen x bzw. y werden radiale bzw. axiale Ortsabweichung genannt. Bei
großen Strahlführungssystemen und Kreisbeschleunigern ist die magnetische

Abb. 4.1. Standardkoordinatensystem (x, y, s)

Linear approximation: x and y planes can be treated independently

Rela+ve coordinates of each par+cle can be described
with a six-dimensional vector

<latexit sha1_base64="GSPsj/3wWLt16aQAalYgZZVY8fw="></latexit>

x(s) =

0

BBBBBB@

x
x0

y
y0

l
�

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

radial orbit deviation
radial direction deviation

axial orbit deviation
axial direction deviation
longitudinal deviation

longitudinal momentum deviation

1

CCCCCCA

<latexit sha1_base64="FxhzoJH8s8PoiCTeUN0j5OM5iDk=">AAACAnicdVDLSgMxFM34rPU16krcBIvoopSkqG13RTcuK9gHtKVkMmkbmnmQZKRlaN34K25cKOLWr3Dn35hpK6joIeEezrmX5B4nFFxphD6shcWl5ZXV1Fp6fWNza9ve2a2pIJKUVWkgAtlwiGKC+6yquRasEUpGPEewujO4TPz6LZOKB/6NHoWs7ZGez7ucEm2kjr0/zE6Gx9nJyBxTRHbScpnQBIqOnUE5hBDGGCYEF86RIaVSMY+LECeWQQbMUenY7y03oJHHfE0FUaqJUajbMZGaU8HG6VakWEjogPRY01CfeEy14+kKY3hkFBd2A2mur+FU/T4RE0+pkeeYTo/ovvrtJeJfXjPS3WI75n4YaebT2UPdSEAdwCQP6HLJqBYjQwiV3PwV0j6RhGqTWtqE8LUp/J/U8jl8lkPXp5nyxTyOFDgAh+AEYFAAZXAFKqAKKLgDD+AJPFv31qP1Yr3OWhes+cwe+AHr7RNNY5a/</latexit>

x, x0, y, y0, l, �lSince are small units are [mm], [mrad], [promil] 
<latexit sha1_base64="kPdISfAsLr0WaNCoYpKLaezo2+A=">AAAB8nicdVBNSwMxEM36WetX1aOXYBE8laSobW9FLx6r2A9oS8mm2TY0u1mSWaWU/gwvHhTx6q/x5r8x21ZQ0QcDj/dmmJnnx0paIOTDW1peWV1bz2xkN7e2d3Zze/sNqxPDRZ1rpU3LZ1YoGYk6SFCiFRvBQl+Jpj+6TP3mnTBW6ugWxrHohmwQyUByBk5qd27kYAjMGH3fy+VJgRBCKcUpoaVz4kilUi7SMqap5ZBHC9R6ufdOX/MkFBFwxaxtUxJDd8IMSK7ENNtJrIgZH7GBaDsasVDY7mR28hQfO6WPA21cRYBn6veJCQutHYe+6wwZDO1vLxX/8toJBOXuREZxAiLi80VBojBonP6P+9IIDmrsCONGulsxHzLDOLiUsi6Er0/x/6RRLNCzArk+zVcvFnFk0CE6QieIohKqoitUQ3XEkUYP6Ak9e+A9ei/e67x1yVvMHKAf8N4+Ad9jkac=</latexit>)

<latexit sha1_base64="i+pBrmfacGN1Xyo5cjlAaUNyOls=">AAACC3icbZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm9AiuKozouhGKLpxWcFeoB1KJpNpQ5PMkGSEMoxrN76KGxeKuPUF3Pk2pu0UtPWHwJf/nENyfj9mVGnH+bYKS8srq2vF9dLG5tb2jr2711RRIjFp4IhFsu0jRRgVpKGpZqQdS4K4z0jLH16P6617IhWNxJ0excTjqC9oSDHSxurZZfch7UoOuURBdjm78Ox4hhns2RWn6kwEF8HNoQJy1Xv2VzeIcMKJ0JghpTquE2svRVJTzEhW6iaKxAgPUZ90DArEifLSyS4ZPDROAMNImiM0nLi/J1LElRpx33RypAdqvjY2/6t1Eh1eeCkVcaKJwNOHwoRBHcFxMDCgkmDNRgYQltT8FeIBkghrE1/JhODOr7wIzZOqe1Z1bk8rtas8jiI4AGVwBFxwDmrgBtRBA2DwCJ7BK3iznqwX6936mLYWrHxmH/yR9fkDMfeagA==</latexit>

1 mrad = 1 mm/1 m
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Summary of the lecture

Curvilinear coordinate system

Transfer / transport / R-matrix

Equation of motion with/without dispersion (Hill equations)

<latexit sha1_base64="9tOPxKzdA4lcF3+JNlGToLwQAXg=">AAACCHicbVDLSsNAFJ3UV42vqEsXDhapIJREFN0Uim5cVrAPaEKYTCbt0MmDmYk0hC7d+CtuXCji1k9w5984TbvQ1gMXDufcy733eAmjQprmt1ZaWl5ZXSuv6xubW9s7xu5eW8Qpx6SFYxbzrocEYTQiLUklI92EExR6jHS84c3E7zwQLmgc3cssIU6I+hENKEZSSa5xOKpWT4fuCI7qA9snTCLb1rNCy2BWN12jYtbMAnCRWDNSATM0XePL9mOchiSSmCEhepaZSCdHXFLMyFi3U0EShIeoT3qKRigkwsmLR8bwWCk+DGKuKpKwUH9P5CgUIgs91RkiORDz3kT8z+ulMrhycholqSQRni4KUgZlDCepQJ9ygiXLFEGYU3UrxAPEEZYqO12FYM2/vEjaZzXrombenVca17M4yuAAHIETYIFL0AC3oAlaAINH8AxewZv2pL1o79rHtLWkzWb2wR9onz98h5e4</latexit>

x00 + kxx = h�

y00 + kyy = 0
<latexit sha1_base64="xNZH5HF3wakHVIZ0UPkaH2X4u18=">AAACAnicbVDLSsNAFJ3UV42vqCtxM1ikglASUXRTKLpxWcE+oAlhMp20QycPZibSEIobf8WNC0Xc+hXu/BunaRbaeuDCmXPuZe49XsyokKb5rZWWlldW18rr+sbm1vaOsbvXFlHCMWnhiEW86yFBGA1JS1LJSDfmBAUeIx1vdDP1Ow+ECxqF9zKNiROgQUh9ipFUkmscjKvV05E7huO6adt6mr9SmNZN16iYNTMHXCRWQSqgQNM1vux+hJOAhBIzJETPMmPpZIhLihmZ6HYiSIzwCA1IT9EQBUQ4WX7CBB4rpQ/9iKsKJczV3xMZCoRIA091BkgOxbw3Ff/zeon0r5yMhnEiSYhnH/kJgzKC0zxgn3KCJUsVQZhTtSvEQ8QRlio1XYVgzZ+8SNpnNeuiZt6dVxrXRRxlcAiOwAmwwCVogFvQBC2AwSN4Bq/gTXvSXrR37WPWWtKKmX3wB9rnD2ZZlN4=</latexit>

x00 + kxx = 0

y00 + kyy = 0Solution of equation of motion with/without dispersion

Transfer Matrix for
Drift
Qudrupole magnet
Dipole magnet (sector, weak and strong focusing)

Edge focusing
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4. Solution of the Equation of Motion
CharacterisYc soluYons for transverse moYon (driZ, quadrupole, dipole)

<latexit sha1_base64="bLqRyIXg2p+h2i9Imx44aDSVHak=">AAAB/XicbZDLSsNAFIYn9VbrLV52bgaLUjclEUVXUnTjsoK9QBvCZDpph04mYWYixtD6Km5cKOLW93Dn2zhNs9DWHwY+/nMO58zvRYxKZVnfRmFhcWl5pbhaWlvf2Nwyt3eaMowFJg0cslC0PSQJo5w0FFWMtCNBUOAx0vKG15N6654ISUN+p5KIOAHqc+pTjJS2XHNv6D5U5PGlNe4ejYdukrFrlq2qlQnOg51DGeSqu+ZXtxfiOCBcYYak7NhWpJwUCUUxI6NSN5YkQniI+qSjkaOASCfNrh/BQ+30oB8K/biCmft7IkWBlEng6c4AqYGcrU3M/2qdWPkXTkp5FCvC8XSRHzOoQjiJAvaoIFixRAPCgupbIR4ggbDSgZV0CPbsl+eheVK1z6rW7Wm5dpXHUQT74ABUgA3OQQ3cgDpoAAwewTN4BW/Gk/FivBsf09aCkc/sgj8yPn8AXOmT3g==</latexit>

kx(s) > 0 & ky(s) > 0
<latexit sha1_base64="B1cHkBWKE8ezpx3LP6k5iJijnuA=">AAAB/XicbZC7TsMwFIadcivlFi4bi0UFKkuVIBAMDBUsjEWiF6mNIsd1WquOE9kOIkQtr8LCAEKsvAcbb4ObZoCWX7L06T/n6Bz/XsSoVJb1bRQWFpeWV4qrpbX1jc0tc3unKcNYYNLAIQtF20OSMMpJQ1HFSDsSBAUeIy1veD2pt+6JkDTkdyqJiBOgPqc+xUhpyzX3hu5DRR5fWuPu0XjoJhm7ZtmqWpngPNg5lEGuumt+dXshjgPCFWZIyo5tRcpJkVAUMzIqdWNJIoSHqE86GjkKiHTS7PoRPNROD/qh0I8rmLm/J1IUSJkEnu4MkBrI2drE/K/WiZV/4aSUR7EiHE8X+TGDKoSTKGCPCoIVSzQgLKi+FeIBEggrHVhJh2DPfnkemidV+6xq3Z6Wa1d5HEWwDw5ABdjgHNTADaiDBsDgETyDV/BmPBkvxrvxMW0tGPnMLvgj4/MHVr2T2g==</latexit>

kx(s) < 0 & ky(s) < 0
<latexit sha1_base64="Ja92U5z5697ONSbDiN3VpEWu2Ac=">AAAB+HicbVDLSsNAFL2pr1ofjbp0EyxC3ZREFN0IRTcuK9gHtCFMppN26GQSZiZiDP0SNy4UceunuPNvnLRZaOuByz2ccy9z5/gxo1LZ9rdRWlldW98ob1a2tnd2q+befkdGicCkjSMWiZ6PJGGUk7aiipFeLAgKfUa6/uQm97sPREga8XuVxsQN0YjTgGKktOSZ1Yn3WJcnVxMvzZvtmTW7Yc9gLROnIDUo0PLMr8EwwklIuMIMSdl37Fi5GRKKYkamlUEiSYzwBI1IX1OOQiLdbHb41DrWytAKIqGLK2um/t7IUChlGvp6MkRqLBe9XPzP6ycquHQzyuNEEY7nDwUJs1Rk5SlYQyoIVizVBGFB9a0WHiOBsNJZVXQIzuKXl0nntOGcN+y7s1rzuoijDIdwBHVw4AKacAstaAOGBJ7hFd6MJ+PFeDc+5qMlo9g5gD8wPn8A+FmR/A==</latexit>

kx(s) = ky(s) = 0

<latexit sha1_base64="MJrUCWJDHRmgfqb17AV5f1HJEeo=">AAACAXicbVDLSgMxFM34rPU16kZwEyxCuykzouhGKHbjsoJ9QGcYMmnahmaSMclIy1A3/oobF4q49S/c+Tem7Sy09cCFwzn3cu89Ycyo0o7zbS0tr6yurec28ptb2zu79t5+Q4lEYlLHggnZCpEijHJS11Qz0oolQVHISDMcVCd+84FIRQW/06OY+BHqcdqlGGkjBfZhNRgWVenKw0IVPXUvdToIhmNVCuyCU3amgIvEzUgBZKgF9pfXETiJCNeYIaXarhNrP0VSU8zIOO8lisQID1CPtA3lKCLKT6cfjOGJUTqwK6QpruFU/T2RokipURSazgjpvpr3JuJ/XjvR3Us/pTxONOF4tqibMKgFnMQBO1QSrNnIEIQlNbdC3EcSYW1Cy5sQ3PmXF0njtOyel53bs0LlOosjB47AMSgCF1yACrgBNVAHGDyCZ/AK3qwn68V6tz5mrUtWNnMA/sD6/AHR0pZ/</latexit>
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<latexit sha1_base64="VZ1+/ZfjbsPW8YQm3EYW5kSydBU=">AAACAXicbVDLSsNAFJ34rPUVdSO4GSxCuymJKLoRit24rGAf0IQwmU7boZOZODMRQqgbf8WNC0Xc+hfu/BunbRbaeuDC4Zx7ufeeMGZUacf5tpaWV1bX1gsbxc2t7Z1de2+/pUQiMWliwYTshEgRRjlpaqoZ6cSSoChkpB2O6hO//UCkooLf6TQmfoQGnPYpRtpIgX1YD9Kyqlx5WKiyp+6lzkZBOlaVwC45VWcKuEjcnJRAjkZgf3k9gZOIcI0ZUqrrOrH2MyQ1xYyMi16iSIzwCA1I11COIqL8bPrBGJ4YpQf7QpriGk7V3xMZipRKo9B0RkgP1bw3Ef/zuonuX/oZ5XGiCcezRf2EQS3gJA7Yo5JgzVJDEJbU3ArxEEmEtQmtaEJw519eJK3TqntedW7PSrXrPI4COALHoAxccAFq4AY0QBNg8AiewSt4s56sF+vd+pi1Lln5zAH4A+vzB9TyloE=</latexit>

Cy(s) = cos(
p

kys)
<latexit sha1_base64="Mdaj0VKyf+KmxYYhoCr9NUkj1UU=">AAACFHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VoEUoiim6EohuXFe0DmhIm00k7dDKJMxMhhHyEG3/FjQtF3Lpw5984bQNq64ELZ865l7n3eBGjUlnWl1FYWFxaXimultbWNza3zO2dlgxjgUkThywUHQ9JwignTUUVI51IEBR4jLS90eXYb98TIWnIb1USkV6ABpz6FCOlJdc8vHGTiqyeO75AOHUk5RVH3gmVjtwkk9Us/Xllrlm2atYEcJ7YOSmDHA3X/HT6IY4DwhVmSMqubUWqlyKhKGYkKzmxJBHCIzQgXU05CojspZOjMniglT70Q6GLKzhRf0+kKJAyCTzdGSA1lLPeWPzP68bKP+ullEexIhxPP/JjBlUIxwnBPhUEK5ZogrCgeleIh0jHo3SOJR2CPXvyPGkd1eyTmnV9XK5f5HEUwR7YBxVgg1NQB1egAZoAgwfwBF7Aq/FoPBtvxvu0tWDkM7vgD4yPbz3en50=</latexit>

Sy(s) =
sin(

p
kys)p
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<latexit sha1_base64="DOmDVQpwTr47Wy3tIXRW6if2U10=">AAACFHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VoEUoiim6EohuXFe0DmhIm00k7dDKJMxNpCfkIN/6KGxeKuHXhzr9x2gbU1gMXzpxzL3Pv8SJGpbKsLyO3sLi0vJJfLaytb2xumds7DRnGApM6DlkoWh6ShFFO6ooqRlqRICjwGGl6g8ux37wnQtKQ36pRRDoB6nHqU4yUllzz8MYdlmT53PEFwokjKS858k6oZOAOU1lOk59X6ppFq2JNAOeJnZEiyFBzzU+nG+I4IFxhhqRs21akOgkSimJG0oITSxIhPEA90taUo4DITjI5KoUHWulCPxS6uIIT9fdEggIpR4GnOwOk+nLWG4v/ee1Y+WedhPIoVoTj6Ud+zKAK4Tgh2KWCYMVGmiAsqN4V4j7S8SidY0GHYM+ePE8aRxX7pGJdHxerF1kcebAH9kEJ2OAUVMEVqIE6wOABPIEX8Go8Gs/Gm/E+bc0Z2cwu+APj4xs5GJ+a</latexit>
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p
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<latexit sha1_base64="wkABQ/iER1QrCFX/sB6F3TZcbqI=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSK0C0siim6EohuXFewDmhAmk0k7dJKJMxNpCfkGN/6KGxeKuHXlzr9xmmahrQcuHM65l3vv8WJKhDTNb620tLyyulZer2xsbm3v6Lt7HcESjnAbMcp4z4MCUxLhtiSS4l7MMQw9irve6Hrqdx8wF4RFd3ISYyeEg4gEBEGpJFev++64JuqXdsAhSodZOnLHWd86thETNVvcc5krou64etVsmDmMRWIVpAoKtFz9y/YZSkIcSUShEH3LjKWTQi4Jojir2InAMUQjOMB9RSMYYuGk+UuZcaQU3wgYVxVJI1d/T6QwFGISeqozhHIo5r2p+J/XT2Rw4aQkihOJIzRbFCTUkMyY5mP4hGMk6UQRiDhRtxpoCFU4UqVYUSFY8y8vks5JwzprmLen1eZVEUcZHIBDUAMWOAdNcANaoA0QeATP4BW8aU/ai/aufcxaS1oxsw/+QPv8AWd8nfI=</latexit>
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<latexit sha1_base64="BXBMue1j3Lcw8Yqsa0Fnwc6hg2U=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquKHoRir14rGA/oF1KNs22odlkTbJiWfonvHhQxKt/x5v/xrTdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XZyK6tr6xv5zcLW9s7uXnH/oKlloghtEMmlagdYU84EbRhmOG3HiuIo4LQVjGpTv/VIlWZS3JtxTP0IDwQLGcHGSu1a76msT6/dXrHkVtwZ0DLxMlKCDPVe8avblySJqDCEY607nhsbP8XKMMLppNBNNI0xGeEB7VgqcES1n87unaATq/RRKJUtYdBM/T2R4kjrcRTYzgiboV70puJ/Xicx4ZWfMhEnhgoyXxQmHBmJps+jPlOUGD62BBPF7K2IDLHCxNiICjYEb/HlZdI8q3gXFffuvFS9yeLIwxEcQxk8uIQq3EIdGkCAwzO8wpvz4Lw4787HvDXnZDOH8AfO5w+26I8Z</latexit>

Cx(s) = 0

<latexit sha1_base64="LIjndr/eZtjO1jel7C70Ll2Ip0k=">AAAB73icbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BItQL2VXFL0IRS8eK9oPaJeSTbNtaDa7JlmxLP0TXjwo4tW/481/Y9ruQVsfDDzem2Fmnh8Lro3jfKPc0vLK6lp+vbCxubW9U9zda+goUZTVaSQi1fKJZoJLVjfcCNaKFSOhL1jTH15P/OYjU5pH8t6MYuaFpC95wCkxVmrddZ/K+vhSd4slp+JMgReJm5ESZKh1i1+dXkSTkElDBdG67Tqx8VKiDKeCjQudRLOY0CHps7alkoRMe+n03jE+skoPB5GyJQ2eqr8nUhJqPQp92xkSM9Dz3kT8z2snJrjwUi7jxDBJZ4uCRGAT4cnzuMcVo0aMLCFUcXsrpgOiCDU2ooINwZ1/eZE0TiruWcW5PS1Vr7I48nAAh1AGF86hCjdQgzpQEPAMr/CGHtALekcfs9Ycymb24Q/Q5w81M49s</latexit>

Sx(s) = s

<latexit sha1_base64="5iPcj2V7s/rdeu6Zg3XISU7eWTc=">AAAB73icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSLUS8mKoheh6MVjBfsB7VKy2Wwbms2uSVYsS/+EFw+KePXvePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZ5yeCa4Pxt7O0vLK6tl7YKG5ube/slvb2mzpOFWUNGotYtX2imeCSNQw3grUTxUjkC9byhzcTv/XIlOaxvDejhHkR6UseckqMldpB76miT65wr1TGVTwFWiRuTsqQo94rfXWDmKYRk4YKonXHxYnxMqIMp4KNi91Us4TQIemzjqWSREx72fTeMTq2SoDCWNmSBk3V3xMZibQeRb7tjIgZ6HlvIv7ndVITXnoZl0lqmKSzRWEqkInR5HkUcMWoESNLCFXc3orogChCjY2oaENw519eJM3TqntexXdn5dp1HkcBDuEIKuDCBdTgFurQAAoCnuEV3pwH58V5dz5mrUtOPnMAf+B8/gDp0486</latexit>

dx(s) = 0

<latexit sha1_base64="hnLL81oI0gNj9VIn+u4yDuLDzM0=">AAAB73icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBHqpeyKoheh2IvHCvYD2qVk02wbms2uSVZYlv4JLx4U8erf8ea/MW33oK0PBh7vzTAzz48F18ZxvtHK6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOkoUZQ1aSQi1fGJZoJL1jTcCNaJFSOhL1jbH9enfvuJKc0j+WDSmHkhGUoecEqMlTr1flrRZzduv1R2qs4MeJm4OSlDjka/9NUbRDQJmTRUEK27rhMbLyPKcCrYpNhLNIsJHZMh61oqSci0l83uneBTqwxwEClb0uCZ+nsiI6HWaejbzpCYkV70puJ/XjcxwbWXcRknhkk6XxQkApsIT5/HA64YNSK1hFDF7a2Yjogi1NiIijYEd/HlZdI6r7qXVef+oly7zeMowDGcQAVcuIIa3EEDmkBBwDO8wht6RC/oHX3MW1dQPnMEf4A+fwC59Y8b</latexit>

Cy(s) = 1

<latexit sha1_base64="l4a8ag1dOnk0u6teQ42ut2Nb/JY=">AAAB73icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSLUS9kVRS9C0YvHivYD2qVk02wbmk3WJCssS/+EFw+KePXvePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6387S8srq2npho7i5tb2zW9rbb2qZKEIbRHKp2gHWlDNBG4YZTtuxojgKOG0Fo5uJ33qiSjMpHkwaUz/CA8FCRrCxUvu+l1b0yZXulcpu1Z0CLRIvJ2XIUe+Vvrp9SZKICkM41rrjubHxM6wMI5yOi91E0xiTER7QjqUCR1T72fTeMTq2Sh+FUtkSBk3V3xMZjrROo8B2RtgM9bw3Ef/zOokJL/2MiTgxVJDZojDhyEg0eR71maLE8NQSTBSztyIyxAoTYyMq2hC8+ZcXSfO06p1X3buzcu06j6MAh3AEFfDgAmpwC3VoAAEOz/AKb86j8+K8Ox+z1iUnnzmAP3A+fwA2vI9t</latexit>

Sy(s) = s

<latexit sha1_base64="OKoXyrgHiJynwmu1pRpK5ixjAn8=">AAACBHicbVDLSsNAFJ34rPUVddlNsAjtpiSi6EYoduOygn1AE8JkOmmHTmbizERa0i7c+CtuXCji1o9w5984bbPQ1gMXDufcy733BDElUtn2t7Gyura+sZnbym/v7O7tmweHTckTgXADccpFO4ASU8JwQxFFcTsWGEYBxa1gUJv6rQcsJOHsTo1i7EWwx0hIEFRa8s1CzR+WZPnKRVz2S668FyodD/zheCLLvlm0K/YM1jJxMlIEGeq++eV2OUoizBSiUMqOY8fKS6FQBFE8ybuJxDFEA9jDHU0ZjLD00tkTE+tEK10r5EIXU9ZM/T2RwkjKURTozgiqvlz0puJ/XidR4aWXEhYnCjM0XxQm1FLcmiZidYnASNGRJhAJom+1UB8KiJTOLa9DcBZfXibN04pzXrFvz4rV6yyOHCiAY1ACDrgAVXAD6qABEHgEz+AVvBlPxovxbnzMW1eMbOYI/IHx+QN0EJf9</latexit>

Cx(s) = cosh(
p

|kx|s)

<latexit sha1_base64="W99OIapOh+xa9CecNmByhnJ2alI=">AAACBHicbVDLSsNAFJ34rPUVddnNYBHaTUlE0Y1Q7MZlBfuAJoTJdNIOnWTizEQIaRdu/BU3LhRx60e482+ctllo64ELh3Pu5d57/JhRqSzr21hZXVvf2CxsFbd3dvf2zYPDtuSJwKSFOeOi6yNJGI1IS1HFSDcWBIU+Ix1/1Jj6nQciJOXRnUpj4oZoENGAYqS05JmlhpdWZPXKwVwOK468Fyobj7x0PJFVzyxbNWsGuEzsnJRBjqZnfjl9jpOQRAozJGXPtmLlZkgoihmZFJ1EkhjhERqQnqYRCol0s9kTE3iilT4MuNAVKThTf09kKJQyDX3dGSI1lIveVPzP6yUquHQzGsWJIhGeLwoSBhWH00RgnwqCFUs1QVhQfSvEQyQQVjq3og7BXnx5mbRPa/Z5zbo9K9ev8zgKoASOQQXY4ALUwQ1oghbA4BE8g1fwZjwZL8a78TFvXTHymSPwB8bnD3c0l/8=</latexit>

Cy(s) = cosh(
q

|ky|s)
<latexit sha1_base64="bBuhxrl2gBitHH98L/ORX6j6gJE=">AAACGXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEjtUiUIBAtSBQtjEfQhNVXkuE5r1XGC7SBFaX6DhV9hYQAhRpj4G9w2Q2k50pWOz7lXvvd4EaNSWdaPsbS8srq2Xtgobm5t7+yae/tNGcYCkwYOWSjaHpKEUU4aiipG2pEgKPAYaXnD67HfeiRC0pDfqyQi3QD1OfUpRkpLrmnduUlZVi4dXyCcOpLyQdmRD0Klo6GbjDJZydLZd+aaJatqTQAXiZ2TEshRd80vpxfiOCBcYYak7NhWpLopEopiRrKiE0sSITxEfdLRlKOAyG46uSyDx1rpQT8UuriCE3V2IkWBlEng6c4AqYGc98bif14nVv5FN6U8ihXhePqRHzOoQjiOCfaoIFixRBOEBdW7QjxAOiOlwyzqEOz5kxdJ86Rqn1Wt29NS7SqPowAOwREoAxucgxq4AXXQABg8gRfwBt6NZ+PV+DA+p61LRj5zAP7A+P4F4p6iJw==</latexit>

Sy(s) =
sinh(

p
|ky|s)p

|ky|

<latexit sha1_base64="zcOJ7NLe2hDVuhYfIEMAq2xs3Rw=">AAACGXicbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFokJqlypBIFiQKlgYi6APqakix3Vaq44TbAe1SvMbLPwKCwMIMcLE3+C2GaDlSFc6Pude+d7jRYxKZVnfRm5peWV1Lb9e2Njc2t4xd/caMowFJnUcslC0PCQJo5zUFVWMtCJBUOAx0vQGVxO/+UCEpCG/U6OIdALU49SnGCktuaZ16w5Lsnzh+ALhxJGU90uOvBcqGQ/c4TiV5TT5/U5ds2hVrCngIrEzUgQZaq756XRDHAeEK8yQlG3bilQnQUJRzEhacGJJIoQHqEfamnIUENlJppel8EgrXeiHQhdXcKr+nkhQIOUo8HRngFRfznsT8T+vHSv/vJNQHsWKcDz7yI8ZVCGcxAS7VBCs2EgThAXVu0LcRzojpcMs6BDs+ZMXSeO4Yp9WrJuTYvUyiyMPDsAhKAEbnIEquAY1UAcYPIJn8ArejCfjxXg3PmatOSOb2Qd/YHz9AN3PoiQ=</latexit>

Sx(s) =
sinh(

p
|kx|s)p

|kx|
<latexit sha1_base64="VCbzxmpiA9Aw2bQxoYH8tzQvQPc=">AAACF3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSK0C0Miim6EohuXFewDkhAmk0k7dPJwZiItaf7Cjb/ixoUibnXn3zhts9DWAxcO59zLvfd4CSVcGMa3UlpaXlldK69XNja3tnfU3b02j1OGcAvFNGZdD3JMSYRbggiKuwnDMPQo7niD64nfecCMkzi6E6MEOyHsRSQgCAopuaruu8Mar1/aAYMo6+fZeOAOx7llo5j3aza/Z6KQeP3YdFy1aujGFNoiMQtSBQWarvpl+zFKQxwJRCHnlmkkwskgEwRRnFfslOMEogHsYUvSCIaYO9n0r1w7koqvBTGTFQltqv6eyGDI+Sj0ZGcIRZ/PexPxP89KRXDhZCRKUoEjNFsUpFQTsTYJSfMJw0jQkSQQMSJv1VAfyoSEjLIiQzDnX14k7RPdPNON29Nq46qIowwOwCGoAROcgwa4AU3QAgg8gmfwCt6UJ+VFeVc+Zq0lpZjZB3+gfP4AEeygfA==</latexit>

dx(s) =
h

|kx|
[cosh(

p
|kx|s)� 1]

periodic

<latexit sha1_base64="+agBvERaHHZTb3P72bCJDlK1N/Q=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3oUVoEUtSFN0IRTcuK9gHNGmZTG/aoZMHMxNpCdm78VfcuFDErT/gzr9x+lho64ELh3Pu5d573IhRIU3zW8usrK6tb2Q3c1vbO7t7+v5BQ4QxJ1AnIQt5y8UCGA2gLqlk0Io4YN9l0HSHNxO/+QBc0DC4l+MIHB/3A+pRgqWSunreJqEYFEelK9vjmCRWmlTSYgKd0Ql0ktNRmpa6esEsm1MYy8SakwKao9bVv+xeSGIfAkkYFqJtmZF0EswlJQzSnB0LiDAZ4j60FQ2wD8JJpr+kxrFSeoYXclWBNKbq74kE+0KMfVd1+lgOxKI3Ef/z2rH0Lp2EBlEsISCzRV7MDBkak2CMHuVAJBsrggmn6laDDLDKRKr4cioEa/HlZdKolK3zsnl3Vqhez+PIoiOUR0VkoQtURbeohuqIoEf0jF7Rm/akvWjv2sesNaPNZw7RH2ifPw3Nmmw=</latexit>

cosh(x) =
1

2
(ex + e�x)

<latexit sha1_base64="MC0KLvnM+65UvydR4HP2Xbbs28g=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3oUVoFy1JUXQjFN24rGAf0BeT6U07dDIJMxNpCdm78VfcuFDErT/gzr9x+lho64ELh3Pu5d573JBRqWz720itrW9sbqW3Mzu7e/sH5uFRXQaRIFAjAQtE08USGOVQU1QxaIYCsO8yaLijm6nfeAAhacDv1SSEjo8HnHqUYKWlnpltS8qH+XHhqu0JTGInictJPobuuAjduDhOkkLPzNklewZrlTgLkkMLVHvmV7sfkMgHrgjDUrYcO1SdGAtFCYMk044khJiM8ABamnLsg+zEs18S61QrfcsLhC6urJn6eyLGvpQT39WdPlZDuexNxf+8VqS8y05MeRgp4GS+yIuYpQJrGozVpwKIYhNNMBFU32qRIdaZKB1fRofgLL+8SurlknNesu/OcpXrRRxpdIKyKI8cdIEq6BZVUQ0R9Iie0St6M56MF+Pd+Ji3pozFzDH6A+PzBxkpmnM=</latexit>

sinh(x) =
1

2
(ex � e�x)

(linear approximation)



Lecture 6

Transfer matrix (drfit, QPs, dipole)

<latexit sha1_base64="XxOPY0Pi0fPA9hBhV7W0qh3CsLk=">AAACCHicbZC7SgNBFIZnvcZ4W7W0cDAISRN2RdFGCNpYRjEXyIYwOzmbDJm9MDMbDEtKG1/FxkIRWx/BzrdxNllBE38Y+PjPOZw5vxtxJpVlfRkLi0vLK6u5tfz6xubWtrmzW5dhLCjUaMhD0XSJBM4CqCmmODQjAcR3OTTcwVVabwxBSBYGd2oUQdsnvYB5jBKlrY554AyBJvfjoixdJI7r4dsUf0yr1DELVtmaCM+DnUEBZap2zE+nG9LYh0BRTqRs2Vak2gkRilEO47wTS4gIHZAetDQGxAfZTiaHjPGRdrrYC4V+gcIT9/dEQnwpR76rO32i+nK2lpr/1Vqx8s7bCQuiWEFAp4u8mGMV4jQV3GUCqOIjDYQKpv+KaZ8IQpXOLq9DsGdPnof6cdk+LVs3J4XKZRZHDu2jQ1RENjpDFXSNqqiGKHpAT+gFvRqPxrPxZrxPWxeMbGYP/ZHx8Q01XpjN</latexit>

~x(s) = R(s)~x(0)
<latexit sha1_base64="qHF9W0VGAbg5yCXbQu2FzH//8Ao=">AAAB9XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXFL0IQS8eo5gHJGuYnfQmQ2YfzMwqYcl/ePGgiFf/xZt/4yTZgyYWNBRV3XR3ebHgStv2t5VbWl5ZXcuvFzY2t7Z3irt7DRUlkmGdRSKSLY8qFDzEuuZaYCuWSANPYNMbXk/85iNKxaPwXo9idAPaD7nPGdVGeuihLqcdzyd34+NLp1ss2RV7CrJInIyUIEOtW/zq9CKWBBhqJq hSbceOtZtSqTkTOC50EoUxZUPax7ahIQ1Quen06jE5MkqP+JE0FWoyVX9PpDRQahR4pjOgeqDmvYn4n9dOtH/hpjyME40hmy3yE0F0RCYRkB6XyLQYGUKZ5OZWwgZUUqZNUAUTgjP/8iJpnFScs4p9e1qqXmVx5OEADqEMDpxDFW6gBnVgIOEZXuHNerJerHfrY9aas7KZffgD6/MHFBmRlA==</latexit>

det(R) = 1 (Liouville‘s theorem)

Transfer matrix / transport matrix / R-matrix

Accelerator structure:
<latexit sha1_base64="KCChiXvk7Z+0XQDBFv49aEXnvn8=">AAAB/HicbVDLSsNAFJ3UV62vaJduBovgqiSi6EYounFZi31AE8JkMmmHTmbCzEQIof6KGxeKuPVD3Pk3TtsstHrgwuGce7n3njBlVGnH+bIqK6tr6xvVzdrW9s7unr1/0FMik5h0sWBCDkKkCKOcdDXVjAxSSVASMtIPJzczv/9ApKKC3+s8JX6CRpzGFCNtpMCuF14Yw870ykuliAIKOwEN7IbTdOaAf4lbkgYo0Q7sTy8SOEsI15ghpYauk2q/QFJTzMi05mWKpAhP0IgMDeUoIcov5sdP4bFRIhgLaYprOFd/ThQoUSpPQtOZID1Wy95M/M8bZjq+9AvK00wTjheL4oxBLeAsCRhRSbBmuSEIS2puhXiMJMLa5FUzIbjLL/8lvdOme9507s4aresyjio4BEfgBLjgArTALWiDLsAgB0/gBbxaj9az9Wa9L1orVjlTB79gfXwD6u2USw==</latexit>

R =
Y

i

Ri

<latexit sha1_base64="PrhtpwIeQ2wJBV9bFgizmgvCfdY="></latexit>

Rx =

2

6666664

(x|x) (x|x0) 0 0 0 (x|�)
(x0|x) (x0|x0) 0 0 0 (x0|�)
0 0 (y|y) (y|y0) 0 0
0 0 (y0|y) (y0|y0) 0 0

(l|x) (l|x0) 0 0 (l|l) (l|�)
0 0 0 0 0 (�|�)

3

7777775



Lecture 6

4. Solution of the Equation of Motion
Characteristic solutions for longitudinal motion

(linear approximation)

The corresponding Transfer 
matrix elements:

<latexit sha1_base64="E6XAd4PsbsOEgMVV8We2rX1Aj1o="></latexit>

R51(s) = (l|x0) = �
Z s

0
h(s̄Cx(s̄)ds̄

R52(s) = (l|x0
0) = �

Z s

0
h(s̄Sx(s̄)ds̄

R55(s) = (l|l0) = 1

R56(s) = (l|�) = �
Z s

0
h(s̄dx(s̄)ds̄+ s/�2

For drifts, quadrupoles, (sextupoles, octupoles) h=0<latexit sha1_base64="GH/qewbUtDOibRx8c4ozbXpv9Rs="></latexit>

R51(s) = (l|x0) = 0

R52(s) = (l|x0
0) = 0

R55(s) = (l|l0) = 1

R56(s) = (l|�) = +s/�2



Lecture 6

4. Transfer matrix

- Drift

<latexit sha1_base64="FmuNn+3TJAbX7cHKjdifAEe38KI="></latexit>

x = x0 + Lx0
0

x0 = x0
0

y = y0 + Ly00
y0 = y00

l = l0 + �0
L
�2

� = �0

136 4 Ionenoptik mit Magneten

Abb. 4.8. Illustration zur Wirkung einer Driftstrecke

4.5.2 Quadrupol

Die Kenngrößen eines Quadrupols sind die effektive Länge L und der Feld-
gradient g = ∂By/∂x = ∂Bx/∂y. Wenn g positiv ist, ist der Quadrupol radial
fokussierend und axial defokussierend. Wenn g negativ ist, ist der Quadrupol
radial defokussierend und axial fokussierend. Der Feldgradient ergibt sich aus
dem Feldwert B0 an der Polspitze und dem Aperturradius a, g = B0/a. Zur
Vereinheitlichung der Gleichung verwenden wir den Betrag des Feldgradienten
|g| und definieren den stets positiven Parameter k,

k =
|g|

(Bρ)0
=

|B0|
a

1
(Bρ)0

. (4.64)

Für einen radial fokussierenden und axial defokussierenden Quadrupol gilt
kx = k und ky = −k und vice versa. Die entsprechenden Transfermatrizen
lauten:

Quadrupol (radial fokussierend und axial defokussierend)

R =





cos
√

kL sin
√

kL√
k

0 0 0 0
−
√

k sin
√

kL cos
√

kL 0 0 0 0
0 0 cosh

√
kL sinh

√
kL√

k
0 0

0 0
√

k sinh
√

kL cosh
√

kL 0 0
0 0 0 0 1 L

γ2

0 0 0 0 0 1





, (4.65)

Quadrupol (radial defokussierend und axial fokussierend)

R =





cosh
√

kL sinh
√

kL√
k

0 0 0 0√
k sinh

√
kL cosh

√
kL 0 0 0 0

0 0 cos
√

kL sin
√

kL√
k

0 0
0 0 −

√
k sin

√
kL cos

√
kL 0 0

0 0 0 0 1 L
γ2

0 0 0 0 0 1





. (4.66)

<latexit sha1_base64="KNju/nY2duBJ+aJNgJMAi++/KF0="></latexit>

Rdrift =

2

6666664

1 L 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 L 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 L/�2

0 0 0 0 0 1

3

7777775



Lecture 6

2. Transfer matrix
126 4 Ionenoptik mit Magneten

Tabelle 4.1. Optische Abbildungsbedingungen

Abbildung radial axial

Punkt-zu-Punkt R12 = (x|x′) = 0 R34 = (y|y′) = 0
Punkt-zu-Parallel R22 = (x′|x′) = 0 R44 = (y′|y′) = 0
Parallel-zu-Punkt R11 = (x|x) = 0 R33 = (y|y) = 0
Parallel-zu-Parallel R21 = (x′|x) = 0 R43 = (y′|y) = 0
Ortsdispersion = 0 R16 = (x|δ) = 0
Winkeldispersion = 0 R26 = (x′|δ) = 0

Damit erhält das Bogenmaß 1 mrad eine sehr anschauliche Bedeutung. Der
Winkel 1 mrad, der 0,0573◦ entspricht, ist gleich 1 mm dividiert durch 1 m.
In der Ionenoptik werden die Winkelabweichungen immer im Bogenmaß, d. h.
in der Einheit 1 rad, 1 mrad oder auch 1 µrad angegeben.

Der Matrixformalismus ist besonders einfach und hilfreich bei der Berech-
nung konkreter optischer Abbildungsbedingungen. Spezielle Anforderungen
an die Optik, z.B. eine Punkt-zu-Punkt-Abbildung der Startebene auf eine
Zielebene, legen den Wert bestimmter Matrixelemente fest (siehe Tabelle 4.1).
Die variabel einstellbaren ionenoptischen Parameter (z. B. die Stärke der Feld-
gradienten der Quadrupole) lassen sich unter Berücksichtigung solcher Bedin-
gungen mit einem Ionenoptikprogramm durch eine ”least-square“-Anpassung
berechnen.

4.3 Bewegungsgleichung in linearer Näherung

Wir skizzieren hier zunächst eine einfache Ableitung der Bewegungsglei-
chungen in linearer Näherung. Eine detaillierte Behandlung der Bewegungs-
gleichungen folgt in Abschn. 4.10. Wer ungeduldig ist, kann diesen Abschnitt
überfliegen. Wir gehen von der Newton’schen Bewegungsgleichung aus. Die
kinematischen Größen wie Position r, Geschwindigkeit v, Impuls p sind Funk-
tionen der Zeit t. Wir eliminieren die Zeit t und benutzen ab (4.31) als un-
abhängigen Parameter den Weg s entlang der Sollbahn. Die Differenziation
nach der Zeit t wird durch einen Punkt, die Differenziation nach dem Weg s
durch einen Strich angedeutet. Zur Beschreibung eines Teilchens gehen wir
von der Parameterdarstellung der Bahnkurve r(t) aus. Hierbei ist r der Orts-
vektor bezüglich eines raumfesten Koordinatensystems und t die Zeit. Die
Geschwindigkeit v = ṙ und die Beschleunigung v̇ = r̈ ergeben sich durch
Differenziation nach der Zeit.

In einem statischen Magnetfeld ist die zeitliche Änderung des Impulses p
durch die Lorentzkraft bestimmt,

ṗ = q v ×B . (4.25)

From Hinterberger

(linear approximation)
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7. Geometrical Optics
Thin lense approximation

Change of direction:

<latexit sha1_base64="xwoUbfzMBXX13qpZRgssEhR8UAA=">AAACAnicbVDLSsNAFL2pr1pfUVfiZrCIbiyJKLoRirpwWcE+oAllMp20QycPZibSEoIbf8WNC0Xc+hXu/BunbRZaPXDhcM693HuPF3MmlWV9GYW5+YXFpeJyaWV1bX3D3NxqyCgRhNZJxCPR8rCknIW0rpjitBULigOP06Y3uBr7zXsqJIvCOzWKqRvgXsh8RrDSUsfcca4pVxgNDy6OHF9gktpZ6mfDjtUxy1bFmgD9JXZOypCj1jE/nW5EkoCGinAsZdu2YuWmWChGOM1KTiJpjMkA92hb0xAHVLrp5IUM7Wuli/xI6AoVmqg/J1IcSDkKPN0ZYNWXs95Y/M9rJ8o/d1MWxomiIZku8hOOVITGeaAuE5QoPtIEE8H0rYj0sQ5C6dRKOgR79uW/pHFcsU8r1u1JuXqZx1GEXdiDQ7DhDKpwAzWoA4EHeIIXeDUejWfjzXifthaMfGYbfsH4+AYeO5ae</latexit>

�x0 = � 1

f
x0

Focal
length

Matrix equaYon:
<latexit sha1_base64="I6QS5bXJxc4Jtd0z7Z2v87hHTRU="></latexit>✓
x
x0

◆
=


1 0
� 1

f 1

�✓
x0

x0
0

◆

Similar for y-direction

<latexit sha1_base64="vnoGmmP00sjkciwB6cInCH1Nkl0="></latexit>

Rx =


1 0
� 1

f 1

�



Lecture 6

7. Geometrical Optics
Thin lense approximation

Convex lense

Condition:
<latexit sha1_base64="FqlOmUr4ZJW6DOlMB8Z4N096CZ0=">AAACDHicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiCEJJRNGNUHTjsoK9QBvKZDpph04mYWYilJAHcOOruHGhiFsfwJ1v46QNRVt/GPj4zzmcOb8Xcaa0bX9bhaXlldW14nppY3Nre6e8u9dUYSwJbZCQh7LtYUU5E7Shmea0HUmKA4/Tlje6yeqtByoVC8W9HkfUDfBAMJ8RrI3VK1e6vsQkcdJkkJ7M2EuvZuynpsuu2hOhRXByqECueq/81e2HJA6o0IRjpTqOHWk3wVIzwmla6saKRpiM8IB2DAocUOUmk2NSdGScPvJDaZ7QaOL+nkhwoNQ48ExngPVQzdcy879aJ9b+pZswEcWaCjJd5Mcc6RBlyaA+k5RoPjaAiWTmr4gMsUlBm/xKJgRn/uRFaJ5WnfOqfXdWqV3ncRThAA7hGBy4gBrcQh0aQOARnuEV3qwn68V6tz6mrQUrn9mHP7I+fwCL75vv</latexit>

1

g
+

1

b
=

1

f

(optics)

F-focus, image point

Matrix representation
<latexit sha1_base64="aBeMs+U9lEXPEJV5TNaJtE5zv/k="></latexit>

Rx =


1 b
0 1

� 
1 0
� 1

f 1

� 
1 g
0 1

�
=

"
� b

g 0
� 1

f � g
b

#

Drift DriftLense

Point-2-Point Image
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Lecture 6

7. Geometrical Optics
Thin lense approxima9on

<latexit sha1_base64="aBeMs+U9lEXPEJV5TNaJtE5zv/k="></latexit>

Rx =


1 b
0 1

� 
1 0
� 1

f 1

� 
1 g
0 1

�
=

"
� b

g 0
� 1

f � g
b

#

Drift DriftLense

Point-2-Point Image
<latexit sha1_base64="Jsi5kvKOMzOoVpIHL6+zUoHcAhA=">AAAB+XicbVDLSgNBEOz1GeNr1aOXwSDGS9gNil4CQS8eo5gHJMsyO5kkQ2YfzMyGhDV/4sWDIl79E2/+jbPJHjSxoKGo6qa7y4s4k8qyvo2V1bX1jc3cVn57Z3dv3zw4bMgwFoTWSchD0fKwpJwFtK6Y4rQVCYp9j9OmN7xN/eaICsnC4FFNIur4uB+wHiNYack1zQc3scvTSnH8ND47r1h51yxYJWsGtEzsjBQgQ801vzrdkMQ+DRThWMq2bUXKSbBQjHA6zXdiSSNMhrhP25oG2KfSSWaXT9GpVrqoFwpdgUIz9fdEgn0pJ76nO32sBnLRS8X/vHasetdOwoIoVjQg80W9mCMVojQG1GWCEsUnmmAimL4VkQEWmCgdVhqCvfjyMmmUS/Zlybq/KFRvsjhycAwnUAQbrqAKd1CDOhAYwTO8wpuRGC/Gu/Exb10xspkj+APj8wcEFJHz</latexit>

R12 = (x|x0) = 0

<latexit sha1_base64="pt2Rms4BoPV3oYvUZ5Bxo+Njlgw=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV62vqMtuBotYF5akKLopFN24rGIf0IYwmU7aoZMHMxNpiVm48VfcuFDErR/hzr9x0mahrQcuHM65l3vvcUJGhTSMby23tLyyupZfL2xsbm3v6Lt7LRFEHJMmDljAOw4ShFGfNCWVjHRCTpDnMNJ2Rlep374nXNDAv5OTkFgeGvjUpRhJJdl68daOq2ZSK4+PHsbHtZOeyxGOzSR2k4Ktl4yKMQVcJGZGSiBDw9a/ev0ARx7xJWZIiK5phNKKEZcUM5IUepEgIcIjNCBdRX3kEWHF0ycSeKiUPnQDrsqXcKr+noiRJ8TEc1Snh+RQzHup+J/XjaR7YcXUDyNJfDxb5EYMygCmicA+5QRLNlEEYU7VrRAPkYpBqtzSEMz5lxdJq1oxzyrGzWmpfpnFkQdFcADKwATnoA6uQQM0AQaP4Bm8gjftSXvR3rWPWWtOy2b2wR9onz+1Xpbd</latexit>

R21 = (x0|x) = � 1

f
Focal length

Scaling of transformation (amplification)

<latexit sha1_base64="hcFCXbuqSuNMPhu5fu4CBv1vYok=">AAACE3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0WogiURRTeFUhe6EarYB7QhTKaTdujkwcxEWmL+wY2/4saFIm7duPNvnLRZaPXAhTPn3Mvce5yQUSEN40vLzc0vLC7llwsrq2vrG/rmVlMEEcekgQMW8LaDBGHUJw1JJSPtkBPkOYy0nOF56rfuCBc08G/lOCSWh/o+dSlGUkm2fnBjx6aZVEqj+5Ft7FeuKl2XIxzXkvgiqRxOH04S95OCrReNsjEB/EvMjBRBhrqtf3Z7AY484kvMkBAd0wilFSMuKWYkKXQjQUKEh6hPOor6yCPCiic3JXBPKT3oBlyVL+FE/TkRI0+IseeoTg/JgZj1UvE/rxNJ98yKqR9Gkvh4+pEbMSgDmAYEe5QTLNlYEYQ5VbtCPEAqBqliTEMwZ0/+S5pHZfOkbFwfF6u1LI482AG7oARMcAqq4BLUQQNg8ACewAt41R61Z+1Ne5+25rRsZhv8gvbxDWoQnUQ=</latexit>

R11 = (x|x0) = M =
B

G
= � b

g
<latexit sha1_base64="hoyRXtGhifI8hd9/+HXUv8/7mlg=">AAACDnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wVJaFy1JUXRTKLpxI1SxD2hjmEwn7dDJg5mJtMR8gRt/xY0LRdy6duffOGmz0NYDFw7n3Mu999gBJVzo+reSWVpeWV3Lruc2Nre2d9TdvRb3Q4ZwE/nUZx0bckyJh5uCCIo7AcPQtSlu26OLxG/fY8aJ792KSYBNFw484hAEhZQstXBjRdVqXCuNiw9jSy8e1a7uorIR18o9h0EUDeLIjnOWmtcr+hTaIjFSkgcpGpb61ev7KHSxJxCFnHcNPRBmBJkgiOI41ws5DiAawQHuSupBF3Mzmr4TawWp9DXHZ7I8oU3V3xMRdDmfuLbsdKEY8nkvEf/zuqFwzsyIeEEosIdmi5yQasLXkmy0PmEYCTqRBCJG5K0aGkIZg5AJJiEY8y8vkla1YpxU9OvjfP08jSMLDsAhKAEDnII6uAQN0AQIPIJn8ArelCflRXlXPmatGSWd2Qd/oHz+AFIpmmg=</latexit>

R22 = (x0|x0
0) = M�1 = �g

b

Amplification / „Vergröserung” / „Maßstab“



Lecture 6

7. Geometrical Optics
Thin lense approximation



Lecture 6

7. Geometrical Optics
Thick lense

Additional drift, principal planes (H), gaps (z)

<latexit sha1_base64="gghW4sMCUh7LT4tLfRg5qsNxdLQ="></latexit>

R =


1 z2
0 1

� 
1 0
� 1

f 1

� 
1 z1
0 1

�
=


1� z2

f z1 + z2 � z1z2
f

� 1
f 1� z1

f

�

Drift DriftLense
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Lecture 6

7. Geometrical Optics
Thick lense

Assuming a focusing (defocusing) system, 
we can solve the inverse problem

<latexit sha1_base64="TpvbiWQGGLJJqSfqNs8TpgzxTng="></latexit>
1 0
� 1

f 1

�
=


1 z2
0 1

��1 
R11 R12

R21 R22

� 
1 z1
0 1

��1

<latexit sha1_base64="eCN7xnpi22h5cJQ5wDlFjJUJcj8="></latexit>

1

f
= �R21

z1 =
R22 � 1

R21

z2 =
R11 � 1

R21

150 4 Ionenoptik mit Magneten

Abb. 4.15. Repräsentation einer
”
dicken Linse“ durch eine

”
dünne Linse“

Anordnung von Driftstrecken, dünnen Sammellinsen und dünnen Zerstreu-
ungslinsen repräsentiert werden. Beim Entwurf von ionenoptischen Systemen
kann man die beiden Hauptebenen H1 und H2 einer Linse in einer Mittel-
ebene M zusammenfallen lassen und mit den Gleichungen der dünnen Linse
rechnen (siehe Abb. 4.15). Man muss dann nur darauf achten, dass das Sy-
stem in Wirklichkeit um die Strecke L − (z1 + z2) länger ist! Die Elemente
zum Entwurf ionenoptischer Systeme sind Driftstrecken, dünne Linsen und
Ablenkmagnete.

4.7 Phasenellipse

4.7.1 Definition der Phasenellipse

Bislang haben wir nur den Transport einzelner Teilchen durch ein ionenop-
tisches System kennen gelernt. Der Verlauf einer individuellen Teilchenbahn
wird durch die Orts-, Winkel- und Impulsabweichungen am Startort festge-
legt. In linearer Näherung haben wir die einfache Gleichung

x(s) = R(s)x(0) .

Wir wenden uns nun der Beschreibung eines Teilchenstrahls zu. Der Teilchen-
strahl repräsentiert die Gesamtheit aller Teilchen. Wie in der geometrischen
Lichtoptik kann man sich den Teilchenstrahl als Überlagerung vieler Einzel-
strahlen vorstellen (siehe Abb. 4.16). Der Teilchenstrahl ist vollständig festge-
legt, wenn die Intensitätsverteilung der Einzelstrahlen, d. h. die Dichtevertei-
lung ρ(x) = ρ(x, x′, y, y′, l, δ) als Funktion von s bekannt ist. Wir betrachten
zunächst die entsprechenden Dichteverteilungen ρ(x, x′) und ρ(y, y′), die man
durch Projektion auf die (x, x′)- bzw. (y, y′)-Ebene erhält. Diese Dichtever-
teilungen können in der Regel durch Ellipsen umrandet werden6. Die Ellipsen
repräsentieren in einer pauschalen Form die Eigenschaften des Teilchenstrahls.
Sie werden Phasenellipsen genannt.
6 Selbst pathologische Verteilungen, deren Rand deutlich von der Ellipsenform ab-

weicht, können durch entsprechend angepasste größere Ellipsen umrandet werden.

<latexit sha1_base64="NlHGuRQAZW2gS3agj3KLWmRGkJA=">AAAB/3icbVDLSsNAFJ3UV62vqODGzWARKmJJiqIboagLF11UsA9oQ5hMJ+3QySTMTIQ2duGvuHGhiFt/w51/47TNQlsPXDiccy/33uNFjEplWd9GZmFxaXklu5pbW9/Y3DK3d+oyjAUmNRyyUDQ9JAmjnNQUVYw0I0FQ4DHS8PrXY7/xQISkIb9Xg4g4Aepy6lOMlJZcc699Q5hCsAIvYeWkMHTt46FbOnLNvFW0JoDzxE5JHqSouuZXuxPiOCBcYYakbNlWpJwECUUxI6NcO5YkQriPuqSlKUcBkU4yuX8ED7XSgX4odHEFJ+rviQQFUg4CT3cGSPXkrDcW//NasfIvnITyKFaE4+kiP2ZQhXAcBuxQQbBiA00QFlTfCnEPCYSVjiynQ7BnX54n9VLRPitad6f58lUaRxbsgwNQADY4B2VwC6qgBjB4BM/gFbwZT8aL8W58TFszRjqzC/7A+PwBZq+TxA==</latexit>

�L = L� (z1 + z2)



Lecture 6

7. Geometrical Optics

Any focusing/defocusing element can be represented as a 
combination of corresponding thin lense and drifts

1) Radially focusing QP
<latexit sha1_base64="RKT4iWVWvzDPawvJRw2mEFBXrIo="></latexit>

1

f
=

p
kx sin(

p
kxL)

z1 =
cos(

p
kxL)� 1

�
p
kx sin(

p
kxL)

z2 = z1

2) Sector magnet
<latexit sha1_base64="3EbLPZelH4Ve4Jgum+J4lM1KvBQ=">AAACBXicbVA9SwNBEN2LXzF+nVpqsRiE2MS7oGgTCNpYRjAfkAvH3GaTLNnbO3b3hCSksfGv2FgoYut/sPPfuEmu0OiDgcd7M8zMC2LOlHacLyuztLyyupZdz21sbm3v2Lt7dRUlktAaiXgkmwEoypmgNc00p81YUggDThvB4HrqN+6pVCwSd3oY03YIPcG6jIA2km8fjny3PPJLZU/2I9/xNIiCBzzuw2npxLfzTtGZAf8lbkryKEXVtz+9TkSSkApNOCjVcp1Yt8cgNSOcTnJeomgMZAA92jJUQEhVezz7YoKPjdLB3UiaEhrP1J8TYwiVGoaB6QxB99WiNxX/81qJ7l62x0zEiaaCzBd1E451hKeR4A6TlGg+NASIZOZWTPoggWgTXM6E4C6+/JfUS0X3vOjcnuUrV2kcWXSAjlABuegCVdANqqIaIugBPaEX9Go9Ws/Wm/U+b81Y6cw++gXr4xttI5c9</latexit>

z1 = z2 = ⇢0 tan(↵/2)
Complete matrix: edge – magnet-edge

<latexit sha1_base64="5wqxbiLrDrR839avAZzl1RxJ/54="></latexit>

Rx =

2

4
1 ⇢0 tan(↵/2) 0
0 1 0
0 0 1

3

5

2

4
1 0 0

� sin(↵)/⇢0 1 sin(↵)
0 0 1

3

5

2

4
1 ⇢0 tan(↵/2) 0
0 1 0
0 0 1

3

5

Account of dispersion



Lecture 6

4. Solution of the Equation of Motion
Characteristic solutions for transverse motion (drift, quadrupole, dipole)

<latexit sha1_base64="bLqRyIXg2p+h2i9Imx44aDSVHak=">AAAB/XicbZDLSsNAFIYn9VbrLV52bgaLUjclEUVXUnTjsoK9QBvCZDpph04mYWYixtD6Km5cKOLW93Dn2zhNs9DWHwY+/nMO58zvRYxKZVnfRmFhcWl5pbhaWlvf2Nwyt3eaMowFJg0cslC0PSQJo5w0FFWMtCNBUOAx0vKG15N6654ISUN+p5KIOAHqc+pTjJS2XHNv6D5U5PGlNe4ejYdukrFrlq2qlQnOg51DGeSqu+ZXtxfiOCBcYYak7NhWpJwUCUUxI6NSN5YkQniI+qSjkaOASCfNrh/BQ+30oB8K/biCmft7IkWBlEng6c4AqYGcrU3M/2qdWPkXTkp5FCvC8XSRHzOoQjiJAvaoIFixRAPCgupbIR4ggbDSgZV0CPbsl+eheVK1z6rW7Wm5dpXHUQT74ABUgA3OQQ3cgDpoAAwewTN4BW/Gk/FivBsf09aCkc/sgj8yPn8AXOmT3g==</latexit>

kx(s) > 0 & ky(s) > 0
<latexit sha1_base64="B1cHkBWKE8ezpx3LP6k5iJijnuA=">AAAB/XicbZC7TsMwFIadcivlFi4bi0UFKkuVIBAMDBUsjEWiF6mNIsd1WquOE9kOIkQtr8LCAEKsvAcbb4ObZoCWX7L06T/n6Bz/XsSoVJb1bRQWFpeWV4qrpbX1jc0tc3unKcNYYNLAIQtF20OSMMpJQ1HFSDsSBAUeIy1veD2pt+6JkDTkdyqJiBOgPqc+xUhpyzX3hu5DRR5fWuPu0XjoJhm7ZtmqWpngPNg5lEGuumt+dXshjgPCFWZIyo5tRcpJkVAUMzIqdWNJIoSHqE86GjkKiHTS7PoRPNROD/qh0I8rmLm/J1IUSJkEnu4MkBrI2drE/K/WiZV/4aSUR7EiHE8X+TGDKoSTKGCPCoIVSzQgLKi+FeIBEggrHVhJh2DPfnkemidV+6xq3Z6Wa1d5HEWwDw5ABdjgHNTADaiDBsDgETyDV/BmPBkvxrvxMW0tGPnMLvgj4/MHVr2T2g==</latexit>

kx(s) < 0 & ky(s) < 0
<latexit sha1_base64="Ja92U5z5697ONSbDiN3VpEWu2Ac=">AAAB+HicbVDLSsNAFL2pr1ofjbp0EyxC3ZREFN0IRTcuK9gHtCFMppN26GQSZiZiDP0SNy4UceunuPNvnLRZaOuByz2ccy9z5/gxo1LZ9rdRWlldW98ob1a2tnd2q+befkdGicCkjSMWiZ6PJGGUk7aiipFeLAgKfUa6/uQm97sPREga8XuVxsQN0YjTgGKktOSZ1Yn3WJcnVxMvzZvtmTW7Yc9gLROnIDUo0PLMr8EwwklIuMIMSdl37Fi5GRKKYkamlUEiSYzwBI1IX1OOQiLdbHb41DrWytAKIqGLK2um/t7IUChlGvp6MkRqLBe9XPzP6ycquHQzyuNEEY7nDwUJs1Rk5SlYQyoIVizVBGFB9a0WHiOBsNJZVXQIzuKXl0nntOGcN+y7s1rzuoijDIdwBHVw4AKacAstaAOGBJ7hFd6MJ+PFeDc+5qMlo9g5gD8wPn8A+FmR/A==</latexit>

kx(s) = ky(s) = 0

<latexit sha1_base64="MJrUCWJDHRmgfqb17AV5f1HJEeo=">AAACAXicbVDLSgMxFM34rPU16kZwEyxCuykzouhGKHbjsoJ9QGcYMmnahmaSMclIy1A3/oobF4q49S/c+Tem7Sy09cCFwzn3cu89Ycyo0o7zbS0tr6yurec28ptb2zu79t5+Q4lEYlLHggnZCpEijHJS11Qz0oolQVHISDMcVCd+84FIRQW/06OY+BHqcdqlGGkjBfZhNRgWVenKw0IVPXUvdToIhmNVCuyCU3amgIvEzUgBZKgF9pfXETiJCNeYIaXarhNrP0VSU8zIOO8lisQID1CPtA3lKCLKT6cfjOGJUTqwK6QpruFU/T2RokipURSazgjpvpr3JuJ/XjvR3Us/pTxONOF4tqibMKgFnMQBO1QSrNnIEIQlNbdC3EcSYW1Cy5sQ3PmXF0njtOyel53bs0LlOosjB47AMSgCF1yACrgBNVAHGDyCZ/AK3qwn68V6tz5mrUtWNnMA/sD6/AHR0pZ/</latexit>

Cx(s) = cos(
p

kxs)

<latexit sha1_base64="VZ1+/ZfjbsPW8YQm3EYW5kSydBU=">AAACAXicbVDLSsNAFJ34rPUVdSO4GSxCuymJKLoRit24rGAf0IQwmU7boZOZODMRQqgbf8WNC0Xc+hfu/BunbRbaeuDC4Zx7ufeeMGZUacf5tpaWV1bX1gsbxc2t7Z1de2+/pUQiMWliwYTshEgRRjlpaqoZ6cSSoChkpB2O6hO//UCkooLf6TQmfoQGnPYpRtpIgX1YD9Kyqlx5WKiyp+6lzkZBOlaVwC45VWcKuEjcnJRAjkZgf3k9gZOIcI0ZUqrrOrH2MyQ1xYyMi16iSIzwCA1I11COIqL8bPrBGJ4YpQf7QpriGk7V3xMZipRKo9B0RkgP1bw3Ef/zuonuX/oZ5XGiCcezRf2EQS3gJA7Yo5JgzVJDEJbU3ArxEEmEtQmtaEJw519eJK3TqntedW7PSrXrPI4COALHoAxccAFq4AY0QBNg8AiewSt4s56sF+vd+pi1Lln5zAH4A+vzB9TyloE=</latexit>

Cy(s) = cos(
p

kys)
<latexit sha1_base64="Mdaj0VKyf+KmxYYhoCr9NUkj1UU=">AAACFHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VoEUoiim6EohuXFe0DmhIm00k7dDKJMxMhhHyEG3/FjQtF3Lpw5984bQNq64ELZ865l7n3eBGjUlnWl1FYWFxaXimultbWNza3zO2dlgxjgUkThywUHQ9JwignTUUVI51IEBR4jLS90eXYb98TIWnIb1USkV6ABpz6FCOlJdc8vHGTiqyeO75AOHUk5RVH3gmVjtwkk9Us/Xllrlm2atYEcJ7YOSmDHA3X/HT6IY4DwhVmSMqubUWqlyKhKGYkKzmxJBHCIzQgXU05CojspZOjMniglT70Q6GLKzhRf0+kKJAyCTzdGSA1lLPeWPzP68bKP+ullEexIhxPP/JjBlUIxwnBPhUEK5ZogrCgeleIh0jHo3SOJR2CPXvyPGkd1eyTmnV9XK5f5HEUwR7YBxVgg1NQB1egAZoAgwfwBF7Aq/FoPBtvxvu0tWDkM7vgD4yPbz3en50=</latexit>

Sy(s) =
sin(

p
kys)p
ky

<latexit sha1_base64="DOmDVQpwTr47Wy3tIXRW6if2U10=">AAACFHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VoEUoiim6EohuXFe0DmhIm00k7dDKJMxNpCfkIN/6KGxeKuHXhzr9x2gbU1gMXzpxzL3Pv8SJGpbKsLyO3sLi0vJJfLaytb2xumds7DRnGApM6DlkoWh6ShFFO6ooqRlqRICjwGGl6g8ux37wnQtKQ36pRRDoB6nHqU4yUllzz8MYdlmT53PEFwokjKS858k6oZOAOU1lOk59X6ppFq2JNAOeJnZEiyFBzzU+nG+I4IFxhhqRs21akOgkSimJG0oITSxIhPEA90taUo4DITjI5KoUHWulCPxS6uIIT9fdEggIpR4GnOwOk+nLWG4v/ee1Y+WedhPIoVoTj6Ud+zKAK4Tgh2KWCYMVGmiAsqN4V4j7S8SidY0GHYM+ePE8aRxX7pGJdHxerF1kcebAH9kEJ2OAUVMEVqIE6wOABPIEX8Go8Gs/Gm/E+bc0Z2cwu+APj4xs5GJ+a</latexit>

Sx(s) =
sin(

p
kxs)p
kx

<latexit sha1_base64="wkABQ/iER1QrCFX/sB6F3TZcbqI=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSK0C0siim6EohuXFewDmhAmk0k7dJKJMxNpCfkGN/6KGxeKuHXlzr9xmmahrQcuHM65l3vv8WJKhDTNb620tLyyulZer2xsbm3v6Lt7HcESjnAbMcp4z4MCUxLhtiSS4l7MMQw9irve6Hrqdx8wF4RFd3ISYyeEg4gEBEGpJFev++64JuqXdsAhSodZOnLHWd86thETNVvcc5krou64etVsmDmMRWIVpAoKtFz9y/YZSkIcSUShEH3LjKWTQi4Jojir2InAMUQjOMB9RSMYYuGk+UuZcaQU3wgYVxVJI1d/T6QwFGISeqozhHIo5r2p+J/XT2Rw4aQkihOJIzRbFCTUkMyY5mP4hGMk6UQRiDhRtxpoCFU4UqVYUSFY8y8vks5JwzprmLen1eZVEUcZHIBDUAMWOAdNcANaoA0QeATP4BW8aU/ai/aufcxaS1oxsw/+QPv8AWd8nfI=</latexit>

dx(s) =
h

kx
[1� cos(

p
kxs)]

<latexit sha1_base64="BXBMue1j3Lcw8Yqsa0Fnwc6hg2U=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquKHoRir14rGA/oF1KNs22odlkTbJiWfonvHhQxKt/x5v/xrTdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XZyK6tr6xv5zcLW9s7uXnH/oKlloghtEMmlagdYU84EbRhmOG3HiuIo4LQVjGpTv/VIlWZS3JtxTP0IDwQLGcHGSu1a76msT6/dXrHkVtwZ0DLxMlKCDPVe8avblySJqDCEY607nhsbP8XKMMLppNBNNI0xGeEB7VgqcES1n87unaATq/RRKJUtYdBM/T2R4kjrcRTYzgiboV70puJ/Xicx4ZWfMhEnhgoyXxQmHBmJps+jPlOUGD62BBPF7K2IDLHCxNiICjYEb/HlZdI8q3gXFffuvFS9yeLIwxEcQxk8uIQq3EIdGkCAwzO8wpvz4Lw4787HvDXnZDOH8AfO5w+26I8Z</latexit>

Cx(s) = 0

<latexit sha1_base64="LIjndr/eZtjO1jel7C70Ll2Ip0k=">AAAB73icbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BItQL2VXFL0IRS8eK9oPaJeSTbNtaDa7JlmxLP0TXjwo4tW/481/Y9ruQVsfDDzem2Fmnh8Lro3jfKPc0vLK6lp+vbCxubW9U9zda+goUZTVaSQi1fKJZoJLVjfcCNaKFSOhL1jTH15P/OYjU5pH8t6MYuaFpC95wCkxVmrddZ/K+vhSd4slp+JMgReJm5ESZKh1i1+dXkSTkElDBdG67Tqx8VKiDKeCjQudRLOY0CHps7alkoRMe+n03jE+skoPB5GyJQ2eqr8nUhJqPQp92xkSM9Dz3kT8z2snJrjwUi7jxDBJZ4uCRGAT4cnzuMcVo0aMLCFUcXsrpgOiCDU2ooINwZ1/eZE0TiruWcW5PS1Vr7I48nAAh1AGF86hCjdQgzpQEPAMr/CGHtALekcfs9Ycymb24Q/Q5w81M49s</latexit>

Sx(s) = s

<latexit sha1_base64="5iPcj2V7s/rdeu6Zg3XISU7eWTc=">AAAB73icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSLUS8mKoheh6MVjBfsB7VKy2Wwbms2uSVYsS/+EFw+KePXvePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZ5yeCa4Pxt7O0vLK6tl7YKG5ube/slvb2mzpOFWUNGotYtX2imeCSNQw3grUTxUjkC9byhzcTv/XIlOaxvDejhHkR6UseckqMldpB76miT65wr1TGVTwFWiRuTsqQo94rfXWDmKYRk4YKonXHxYnxMqIMp4KNi91Us4TQIemzjqWSREx72fTeMTq2SoDCWNmSBk3V3xMZibQeRb7tjIgZ6HlvIv7ndVITXnoZl0lqmKSzRWEqkInR5HkUcMWoESNLCFXc3orogChCjY2oaENw519eJM3TqntexXdn5dp1HkcBDuEIKuDCBdTgFurQAAoCnuEV3pwH58V5dz5mrUtOPnMAf+B8/gDp0486</latexit>

dx(s) = 0

<latexit sha1_base64="hnLL81oI0gNj9VIn+u4yDuLDzM0=">AAAB73icbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBHqpeyKoheh2IvHCvYD2qVk02wbms2uSVZYlv4JLx4U8erf8ea/MW33oK0PBh7vzTAzz48F18ZxvtHK6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOkoUZQ1aSQi1fGJZoJL1jTcCNaJFSOhL1jbH9enfvuJKc0j+WDSmHkhGUoecEqMlTr1flrRZzduv1R2qs4MeJm4OSlDjka/9NUbRDQJmTRUEK27rhMbLyPKcCrYpNhLNIsJHZMh61oqSci0l83uneBTqwxwEClb0uCZ+nsiI6HWaejbzpCYkV70puJ/XjcxwbWXcRknhkk6XxQkApsIT5/HA64YNSK1hFDF7a2Yjogi1NiIijYEd/HlZdI6r7qXVef+oly7zeMowDGcQAVcuIIa3EEDmkBBwDO8wht6RC/oHX3MW1dQPnMEf4A+fwC59Y8b</latexit>

Cy(s) = 1

<latexit sha1_base64="l4a8ag1dOnk0u6teQ42ut2Nb/JY=">AAAB73icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSLUS9kVRS9C0YvHivYD2qVk02wbmk3WJCssS/+EFw+KePXvePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6387S8srq2npho7i5tb2zW9rbb2qZKEIbRHKp2gHWlDNBG4YZTtuxojgKOG0Fo5uJ33qiSjMpHkwaUz/CA8FCRrCxUvu+l1b0yZXulcpu1Z0CLRIvJ2XIUe+Vvrp9SZKICkM41rrjubHxM6wMI5yOi91E0xiTER7QjqUCR1T72fTeMTq2Sh+FUtkSBk3V3xMZjrROo8B2RtgM9bw3Ef/zOokJL/2MiTgxVJDZojDhyEg0eR71maLE8NQSTBSztyIyxAoTYyMq2hC8+ZcXSfO06p1X3buzcu06j6MAh3AEFfDgAmpwC3VoAAEOz/AKb86j8+K8Ox+z1iUnnzmAP3A+fwA2vI9t</latexit>

Sy(s) = s

<latexit sha1_base64="OKoXyrgHiJynwmu1pRpK5ixjAn8=">AAACBHicbVDLSsNAFJ34rPUVddlNsAjtpiSi6EYoduOygn1AE8JkOmmHTmbizERa0i7c+CtuXCji1o9w5984bbPQ1gMXDufcy733BDElUtn2t7Gyura+sZnbym/v7O7tmweHTckTgXADccpFO4ASU8JwQxFFcTsWGEYBxa1gUJv6rQcsJOHsTo1i7EWwx0hIEFRa8s1CzR+WZPnKRVz2S668FyodD/zheCLLvlm0K/YM1jJxMlIEGeq++eV2OUoizBSiUMqOY8fKS6FQBFE8ybuJxDFEA9jDHU0ZjLD00tkTE+tEK10r5EIXU9ZM/T2RwkjKURTozgiqvlz0puJ/XidR4aWXEhYnCjM0XxQm1FLcmiZidYnASNGRJhAJom+1UB8KiJTOLa9DcBZfXibN04pzXrFvz4rV6yyOHCiAY1ACDrgAVXAD6qABEHgEz+AVvBlPxovxbnzMW1eMbOYI/IHx+QN0EJf9</latexit>

Cx(s) = cosh(
p

|kx|s)

<latexit sha1_base64="W99OIapOh+xa9CecNmByhnJ2alI=">AAACBHicbVDLSsNAFJ34rPUVddnNYBHaTUlE0Y1Q7MZlBfuAJoTJdNIOnWTizEQIaRdu/BU3LhRx60e482+ctllo64ELh3Pu5d57/JhRqSzr21hZXVvf2CxsFbd3dvf2zYPDtuSJwKSFOeOi6yNJGI1IS1HFSDcWBIU+Ix1/1Jj6nQciJOXRnUpj4oZoENGAYqS05JmlhpdWZPXKwVwOK468Fyobj7x0PJFVzyxbNWsGuEzsnJRBjqZnfjl9jpOQRAozJGXPtmLlZkgoihmZFJ1EkhjhERqQnqYRCol0s9kTE3iilT4MuNAVKThTf09kKJQyDX3dGSI1lIveVPzP6yUquHQzGsWJIhGeLwoSBhWH00RgnwqCFUs1QVhQfSvEQyQQVjq3og7BXnx5mbRPa/Z5zbo9K9ev8zgKoASOQQXY4ALUwQ1oghbA4BE8g1fwZjwZL8a78TFvXTHymSPwB8bnD3c0l/8=</latexit>

Cy(s) = cosh(
q

|ky|s)
<latexit sha1_base64="bBuhxrl2gBitHH98L/ORX6j6gJE=">AAACGXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEjtUiUIBAtSBQtjEfQhNVXkuE5r1XGC7SBFaX6DhV9hYQAhRpj4G9w2Q2k50pWOz7lXvvd4EaNSWdaPsbS8srq2Xtgobm5t7+yae/tNGcYCkwYOWSjaHpKEUU4aiipG2pEgKPAYaXnD67HfeiRC0pDfqyQi3QD1OfUpRkpLrmnduUlZVi4dXyCcOpLyQdmRD0Klo6GbjDJZydLZd+aaJatqTQAXiZ2TEshRd80vpxfiOCBcYYak7NhWpLopEopiRrKiE0sSITxEfdLRlKOAyG46uSyDx1rpQT8UuriCE3V2IkWBlEng6c4AqYGc98bif14nVv5FN6U8ihXhePqRHzOoQjiOCfaoIFixRBOEBdW7QjxAOiOlwyzqEOz5kxdJ86Rqn1Wt29NS7SqPowAOwREoAxucgxq4AXXQABg8gRfwBt6NZ+PV+DA+p61LRj5zAP7A+P4F4p6iJw==</latexit>

Sy(s) =
sinh(

p
|ky|s)p

|ky|

<latexit sha1_base64="zcOJ7NLe2hDVuhYfIEMAq2xs3Rw=">AAACGXicbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFokJqlypBIFiQKlgYi6APqakix3Vaq44TbAe1SvMbLPwKCwMIMcLE3+C2GaDlSFc6Pude+d7jRYxKZVnfRm5peWV1Lb9e2Njc2t4xd/caMowFJnUcslC0PCQJo5zUFVWMtCJBUOAx0vQGVxO/+UCEpCG/U6OIdALU49SnGCktuaZ16w5Lsnzh+ALhxJGU90uOvBcqGQ/c4TiV5TT5/U5ds2hVrCngIrEzUgQZaq756XRDHAeEK8yQlG3bilQnQUJRzEhacGJJIoQHqEfamnIUENlJppel8EgrXeiHQhdXcKr+nkhQIOUo8HRngFRfznsT8T+vHSv/vJNQHsWKcDz7yI8ZVCGcxAS7VBCs2EgThAXVu0LcRzojpcMs6BDs+ZMXSeO4Yp9WrJuTYvUyiyMPDsAhKAEbnIEquAY1UAcYPIJn8ArejCfjxXg3PmatOSOb2Qd/YHz9AN3PoiQ=</latexit>

Sx(s) =
sinh(

p
|kx|s)p

|kx|
<latexit sha1_base64="VCbzxmpiA9Aw2bQxoYH8tzQvQPc=">AAACF3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wSK0C0Miim6EohuXFewDkhAmk0k7dPJwZiItaf7Cjb/ixoUibnXn3zhts9DWAxcO59zLvfd4CSVcGMa3UlpaXlldK69XNja3tnfU3b02j1OGcAvFNGZdD3JMSYRbggiKuwnDMPQo7niD64nfecCMkzi6E6MEOyHsRSQgCAopuaruu8Mar1/aAYMo6+fZeOAOx7llo5j3aza/Z6KQeP3YdFy1aujGFNoiMQtSBQWarvpl+zFKQxwJRCHnlmkkwskgEwRRnFfslOMEogHsYUvSCIaYO9n0r1w7koqvBTGTFQltqv6eyGDI+Sj0ZGcIRZ/PexPxP89KRXDhZCRKUoEjNFsUpFQTsTYJSfMJw0jQkSQQMSJv1VAfyoSEjLIiQzDnX14k7RPdPNON29Nq46qIowwOwCGoAROcgwa4AU3QAgg8gmfwCt6UJ+VFeVc+Zq0lpZjZB3+gfP4AEeygfA==</latexit>

dx(s) =
h

|kx|
[cosh(

p
|kx|s)� 1]

periodic

<latexit sha1_base64="+agBvERaHHZTb3P72bCJDlK1N/Q=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3oUVoEUtSFN0IRTcuK9gHNGmZTG/aoZMHMxNpCdm78VfcuFDErT/gzr9x+lho64ELh3Pu5d573IhRIU3zW8usrK6tb2Q3c1vbO7t7+v5BQ4QxJ1AnIQt5y8UCGA2gLqlk0Io4YN9l0HSHNxO/+QBc0DC4l+MIHB/3A+pRgqWSunreJqEYFEelK9vjmCRWmlTSYgKd0Ql0ktNRmpa6esEsm1MYy8SakwKao9bVv+xeSGIfAkkYFqJtmZF0EswlJQzSnB0LiDAZ4j60FQ2wD8JJpr+kxrFSeoYXclWBNKbq74kE+0KMfVd1+lgOxKI3Ef/z2rH0Lp2EBlEsISCzRV7MDBkak2CMHuVAJBsrggmn6laDDLDKRKr4cioEa/HlZdKolK3zsnl3Vqhez+PIoiOUR0VkoQtURbeohuqIoEf0jF7Rm/akvWjv2sesNaPNZw7RH2ifPw3Nmmw=</latexit>

cosh(x) =
1

2
(ex + e�x)

<latexit sha1_base64="MC0KLvnM+65UvydR4HP2Xbbs28g=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3oUVoFy1JUXQjFN24rGAf0BeT6U07dDIJMxNpCdm78VfcuFDErT/gzr9x+lho64ELh3Pu5d573JBRqWz720itrW9sbqW3Mzu7e/sH5uFRXQaRIFAjAQtE08USGOVQU1QxaIYCsO8yaLijm6nfeAAhacDv1SSEjo8HnHqUYKWlnpltS8qH+XHhqu0JTGInictJPobuuAjduDhOkkLPzNklewZrlTgLkkMLVHvmV7sfkMgHrgjDUrYcO1SdGAtFCYMk044khJiM8ABamnLsg+zEs18S61QrfcsLhC6urJn6eyLGvpQT39WdPlZDuexNxf+8VqS8y05MeRgp4GS+yIuYpQJrGozVpwKIYhNNMBFU32qRIdaZKB1fRofgLL+8SurlknNesu/OcpXrRRxpdIKyKI8cdIEq6BZVUQ0R9Iie0St6M56MF+Pd+Ji3pozFzDH6A+PzBxkpmnM=</latexit>

sinh(x) =
1

2
(ex � e�x)

(linear approximation)



Lecture 6

4. Transfer matrix
Radially focusing and axially de-focusing quadrupole: kx = k and ky = �k

R =

2

666666664

cos(
p
kL) sin(

p
kL)p
k

0 0 0 0

�
p
k sin(

p
kL) cos(

p
kL) 0 0 0 0

0 0 cosh(
p
kL) sinh(

p
kL)p

k
0 0

0 0
p
k sinh(

p
kL) cosh(

p
kL) 0 0

0 0 0 0 1 L/�2

0 0 0 0 0 1

3

777777775

Radially de-focusing and axially focusing quadrupole: 

R =

2

666666664

cosh(
p
kL) sinh(

p
kL)p

k
0 0 0 0p

k sinh(
p
kL) cosh(

p
kL) 0 0 0 0

0 0 cos(
p
kL) sin(

p
kL)p
k

0 0

0 0 �
p
k sin(

p
kL) cos(

p
kL) 0 0

0 0 0 0 1 L/�2

0 0 0 0 0 1

3

777777775

kx = �k and ky = k



Lecture 6

4. Transfer matrix

- Homogeneous dipole (n=0), sector magnet

R =

2

6666664

cos(↵) ⇢0 sin(↵) 0 0 0 ⇢0(1� cos(↵))
sin(↵)
⇢0

cos(↵) 0 0 0 sin(↵)
0 0 1 ⇢0↵ 0 0
0 0 0 1 0 0

� sin(↵) �⇢0(1� cos(↵)) 0 0 1 ⇢0
↵
�2 � ⇢0(↵� sin(↵))

0 0 0 0 0 1

3

7777775

dispersion
drift

Orbit (particle traveling on the inner or outter trajectory relative to the
reference orbit) and velocity (velocity spread) effects



Lecture 6

8. Beam Properties
Phase ellipse

Up to now we considered a single particle
Now we shall consider a bunch of particles

<latexit sha1_base64="4hn5y1tGN+RVvQ2pcG/RyR3GkMs=">AAACA3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rt3pJliEdlNmRNGNUHTjsop9QDuUTJppQzMPkkyxDAU3/oobF4q49Sfc+Tdm2llo64GEc8+5l+QeN+JMKsv6NnJLyyura/n1wsbm1vaOubvXkGEsCK2TkIei5WJJOQtoXTHFaSsSFPsup013eJ36zREVkoXBvRpH1PFxP2AeI1hpqWseJJ0RJehhUpLlyzt9pWWiS6vcNYtWxZoCLRI7I0XIUOuaX51eSGKfBopwLGXbtiLlJFgoRjidFDqxpBEmQ9ynbU0D7FPpJNMdJuhYKz3khUKfQKGp+nsiwb6UY9/VnT5WAznvpeJ/XjtW3oWTsCCKFQ3I7CEv5kiFKA0E9ZigRPGxJpgIpv+KyAALTJSOraBDsOdXXiSNk4p9VrFuT4vVqyyOPBzCEZTAhnOowg3UoA4EHuEZXuHNeDJejHfjY9aaM7KZffgD4/MHEDSWfw==</latexit>

~x(s) = R(s)~x(0)The same principle:

Superposition of single particles

Density distribution along s
<latexit sha1_base64="SnzJUntthYjxPoZzUlmgQ6T8oCA=">AAACD3icbVDLSsNAFJ3UV62vqks3waJtIZREFN0IRTcuK9gHNKFMprft0MmDmUlpCP0DN/6KGxeKuHXrzr9xmnahrQcunDnnXube44aMCmma31pmZXVtfSO7mdva3tndy+8fNEQQcQJ1ErCAt1wsgFEf6pJKBq2QA/ZcBk13eDv1myPgggb+g4xDcDzc92mPEiyV1Mmf2nwQlOwRkGQ8KV+nr7ExLhqxERcNZthdYBKXO/mCWTFT6MvEmpMCmqPWyX/Z3YBEHviSMCxE2zJD6SSYS0oYTHJ2JCDEZIj70FbUxx4IJ0nvmegnSunqvYCr8qWeqr8nEuwJEXuu6vSwHIhFbyr+57Uj2btyEuqHkQSfzD7qRUyXgT4NR+9SDkSyWBFMOFW76mSAOSZSRZhTIViLJy+TxlnFuqiY9+eF6s08jiw6QseohCx0iaroDtVQHRH0iJ7RK3rTnrQX7V37mLVmtPnMIfoD7fMH0X+bPA==</latexit>

⇢(~x) = ⇢(x, x0, y, y0, l, �)4.7 Phasenellipse 151
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Abb. 4.16. Darstellung eines Teilchenstrahls als Überlagerung vieler Einzelstrahlen
(Strahlenbündel). Die Darstellung zeigt die Projektion auf die magnetische Mittel-
ebene in der Umgebung einer Strahltaille

Wir betrachten exemplarisch die radiale Phasenellipse. Die Phasenellipse
wird durch eine symmetrische (2×2)-Matrix σx mit positiver Determinante
repräsentiert

σx =
(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
=
(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
. (4.101)

Die Symmetrie der Matrix σx ist die Gleichheit der Nebendiagonalelemente
σ21 = σ12. Die Gleichung der Phasenellipse lautet

XTσ−1
x X = 1 . (4.102)

Hierbei ist X der Vektor vom Koordinatenursprung zum Rand der Ellipse.
Wir schreiben X in der Form eines Spaltenvektors. Der Vektor XT ist der
entsprechend transponierte Zeilenvektor

XT = (x1, x2) = (x, x′) , X =
(

x1

x2

)
=
(

x
x′

)
. (4.103)

Die Matrix σ−1
x ist die zu σx inverse Matrix

σ−1
x =

1
det(σx)

(
σ22 −σ12

−σ12 σ11

)
. (4.104)

Die Auflösung der Matrixgleichung (4.102) ergibt für die Phasenellipse die
Gleichung

σ22x
2
1 − 2σ12x1x2 + σ11x

2
2 = det(σx) = ε2x . (4.105)

Die Größe der von der Phasenellipse umrandeten Fläche ist die Emittanz7 Ex,

Ex = πεx = π
√

detσx = π
√
σ11σ22 − σ2

12 . (4.106)

Die Einheit der Emittanz ist 1 m·rad. Häufig wird auch 1mm · mrad = 1 ·
10−6m · rad verwendet. Die geometrische Bedeutung der Matrixelemente ist
7 Häufig wird auch einfach die Größe εx Emittanz genannt.



Lecture 6

8. Beam Properties

Density distribution in (x,x‘) plane                    can typically presented with an ellipse
<latexit sha1_base64="JBOsfywWveHB+swzhcqktVV1WdA=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaxgpRdUfRY9OKxgv3AdinZNNuGZpMlyUrL0n/hxYMiXv033vw3pu0etPpg4PHeDDPzgpgzbVz3y8ktLa+sruXXCxubW9s7xd29hpaJIrROJJeqFWBNORO0bpjhtBUriqOA02YwvJn6zUeqNJPi3oxj6ke4L1jICDZWeuiogSyPTkfHJ91iya24M6C/xMtICTLUusXPTk+SJKLCEI61bntubPwUK8MIp5NCJ9E0xmSI+7RtqcAR1X46u3iCjqzSQ6FUtoRBM/XnRIojrcdRYDsjbAZ60ZuK/3ntxIRXfspEnBgqyHxRmHBkJJq+j3pMUWL42BJMFLO3IjLAChNjQyrYELzFl/+SxlnFu6i4d+el6nUWRx4O4BDK4MElVOEWalAHAgKe4AVeHe08O2/O+7w152Qz+/ALzsc3cTaQGw==</latexit>

⇢(x, x0)

Phase ellipse

<latexit sha1_base64="+vF5YIta7Quq3XoOUeRwAtLS+zE="></latexit>

�x =

✓
�11 �12

�21 �22

◆
=

✓
�11 �12

�12 �22

◆
<latexit sha1_base64="7BNGVeHNetDznsL6Q4qwatHrSn4=">AAACAXicbZDLSsNAFIYn9VbrLepGcDNYBFclKYpuhKIblxXsBdoQJtNJO3RmEmYmQglx46u4caGIW9/CnW/jpI2grT8MfPznHM6cP4gZVdpxvqzS0vLK6lp5vbKxubW9Y+/utVWUSExaOGKR7AZIEUYFaWmqGenGkiAeMNIJxtd5vXNPpKKRuNOTmHgcDQUNKUbaWL590Fd0yJGfuvXs8ofrblbx7apTc6aCi+AWUAWFmr792R9EOOFEaMyQUj3XibWXIqkpZiSr9BNFYoTHaEh6BgXiRHnp9IIMHhtnAMNImic0nLq/J1LElZrwwHRypEdqvpab/9V6iQ4vvJSKONFE4NmiMGFQRzCPAw6oJFiziQGEJTV/hXiEJMLahJaH4M6fvAjtes09qzm3p9XGVRFHGRyCI3ACXHAOGuAGNEELYPAAnsALeLUerWfrzXqftZasYmYf/JH18Q1oH5Y0</latexit>�12 = �21

<latexit sha1_base64="Xx2A8olM41xv9+fewm3i5Mu9aA4=">AAAB+XicbVBNS8NAEJ34WetX1KOXxSLUS0lE0ZMUvXisYD+gCWGz2bZLN5uwuymW0H/ixYMiXv0n3vw3btsctPXBwOO9GWbmhSlnSjvOt7Wyura+sVnaKm/v7O7t2weHLZVkktAmSXgiOyFWlDNBm5ppTjuppDgOOW2Hw7up3x5RqVgiHvU4pX6M+4L1GMHaSIFtexHVVU+xfoyDp7MbJ7ArTs2ZAS0TtyAVKNAI7C8vSkgWU6EJx0p1XSfVfo6lZoTTSdnLFE0xGeI+7RoqcEyVn88un6BTo0Sol0hTQqOZ+nsix7FS4zg0nTHWA7XoTcX/vG6me9d+zkSaaSrIfFEv40gnaBoDipikRPOxIZhIZm5FZIAlJtqEVTYhuIsvL5PWec29rDkPF5X6bRFHCY7hBKrgwhXU4R4a0AQCI3iGV3izcuvFerc+5q0rVjFzBH9gff4AgYqS6w==</latexit>

det(�x) > 0

Phase ellipse:
<latexit sha1_base64="BBh/iFWm54cWjBueBSMWaGRXgQA=">AAACCHicbVDLSsNAFJ34rPUVdenCwSK4sSSi6EYounFZoS9o0jCZTtqhM5MwMxFLyNKNv+LGhSJu/QR3/o3Tx0JbD1w4nHMv994TJowq7Tjf1sLi0vLKamGtuL6xubVt7+w2VJxKTOo4ZrFshUgRRgWpa6oZaSWSIB4y0gwHNyO/eU+korGo6WFCfI56gkYUI22kwD7IvDCCrU4t9xTtcRQ8dLITN5+o+ZUb2CWn7IwB54k7JSUwRTWwv7xujFNOhMYMKdV2nUT7GZKaYkbyopcqkiA8QD3SNlQgTpSfjR/J4ZFRujCKpSmh4Vj9PZEhrtSQh6aTI91Xs95I/M9rpzq69DMqklQTgSeLopRBHcNRKrBLJcGaDQ1BWFJzK8R9JBHWJruiCcGdfXmeNE7L7nnZuTsrVa6ncRTAPjgEx8AFF6ACbkEV1AEGj+AZvII368l6sd6tj0nrgjWd2QN/YH3+AL4mmSU=</latexit>

XT��1
x X = 1

<latexit sha1_base64="IJof4/mpapGJOuHcQlmZvaqezMI="></latexit>

��1
x =

1

det(�x)

✓
�22 ��12

��12 �11

◆<latexit sha1_base64="XX7OrFUQRcUzScIJslcAGp+EMzg=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cq9gOaUDbbTbt0sxt2N0oJ/RtePCji1T/jzX/jps1BWx8MPN6bYWZemHCmjet+O6WV1bX1jfJmZWt7Z3evun/Q1jJVhLaI5FJ1Q6wpZ4K2DDOcdhNFcRxy2gnHN7nfeaRKMykezCShQYyHgkWMYGMl379nw5HBSsmnSr9ac+vuDGiZeAWpQYFmv/rlDyRJYyoM4VjrnucmJsiwMoxwOq34qaYJJmM8pD1LBY6pDrLZzVN0YpUBiqSyJQyaqb8nMhxrPYlD2xljM9KLXi7+5/VSE10FGRNJaqgg80VRypGRKA8ADZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsbGlIfgLb68TNpnde+i7t6d1xrXRRxlOIJjOAUPLqEBt9CEFhBI4Ble4c1JnRfn3fmYt5acYuYQ/sD5/AHLEpGF</latexit>

)

Vector from origin to ellipse boundary

<latexit sha1_base64="Z/oMwI8lg81ivggbdtwt3X1fzAs=">AAACDHicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIsoCGWmKLoRim5cVrAPaMeSSTNtaCYzJBmxDP0AN/6KGxeKuPUD3Pk3ZtpZaOuBXE7OPZfkHi/iTGnb/rZyC4tLyyv51cLa+sbmVnF7p6HCWBJaJyEPZcvDinImaF0zzWkrkhQHHqdNb3iV9pv3VCoWils9iqgb4L5gPiNYG6lbLHV8iUnycFcZJ9iU4+x+mAqeKRdOwbjssj0BmidORkqQodYtfnV6IYkDKjThWKm2Y0faTbDUjHA6LnRiRSNMhrhP24YKHFDlJpNlxujAKD3kh9IcodFE/T2R4ECpUeAZZ4D1QM32UvG/XjvW/rmbMBHFmgoyfciPOdIhSpNBPSYp0XxkCCaSmb8iMsAmDW3yS0NwZleeJ41K2Tkt2zcnpeplFkce9mAfjsCBM6jCNdSgDgQe4Rle4c16sl6sd+tjas1Z2cwu/IH1+QOA/pqa</latexit>
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Lecture 6

8. Beam Properties
Emittance

<latexit sha1_base64="3x/qcyedvYzt0NHH1qM9+D76h1Q="></latexit>

det(�x) = �22x
2
1 � 2�12x1x2 + �11x

2
2 = ✏2x1

Area of the ellipse

Emittance:

<latexit sha1_base64="uSonnGjA/BCmo7MOOAFsMMTSoz0=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+Tbn29Sjl+AQvDha3y/C0IvHCe4F2jrSNN3CkrYkqTDK/B5e/CpePCjixYPgtzHtetDNBwL//H/PQ/L8vZhRqUzz2yjNzS8sLpWXKyura+sb1c2ttowSgUkLRywSXQ9JwmhIWooqRrqxIIh7jHS84VXGO/dESBqFt2oUE5ejfkgDipHSVq96lDqCQ+vB5tx1sB8pmwvkuxdWfrHMu/TgdKxpATM27lVrZt3MC84KqxA1UFSzV/10/AgnnIQKMySlbZmxclMkFMWMjCtOIkmM8BD1ia1liDiRbpovN4Z72vFhEAl9QgVz9/dEiriUI+7pTo7UQE6zzPyP2YkKzt2UhnGiSIgnDwUJgyqCWVLQp4JgxUZaICyo/ivEAyQQVjrPig7Bml55VrQP69ZJ3bw5rjUuizjKYAfsgn1ggTPQANegCVoAg0fwDF7Bm/FkvBjvxsektWQUM9vgTxlfP71gock=</latexit>

1 [mm] · [mrad] = 1 · 10�6 [m] · [rad]

Often this is emittance

Maximal values:
<latexit sha1_base64="QhZqFXdk5hWxVoVTPPmAV8zuzoc=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBFclUQU3QhFNy4r2Ac0IUymk3bozCTOTKQlZOfGX3HjQhG3/oI7/8Zpm4W2HrhwOOde7r0nTBhV2nG+rYXFpeWV1dJaeX1jc2vb3tltqjiVmDRwzGLZDpEijArS0FQz0k4kQTxkpBUOrsd+64FIRWNxp0cJ8TnqCRpRjLSRAvtgGGSe5JCjYX7pqXupM0/RHkdB5rp5HtgVp+pMAOeJW5AKKFAP7C+vG+OUE6ExQ0p1XCfRfoakppiRvOyliiQID1CPdAwViBPlZ5M/cnhklC6MYmlKaDhRf09kiCs14qHp5Ej31aw3Fv/zOqmOLvyMiiTVRODpoihlUMdwHArsUkmwZiNDEJbU3ApxH0mEtYmubEJwZ1+eJ82TqntWdW5PK7WrIo4S2AeH4Bi44BzUwA2ogwbA4BE8g1fwZj1ZL9a79TFtXbCKmT3wB9bnD6U9mcw=</latexit>

xmax =
p
�11

<latexit sha1_base64="QQzvhVrsouXFHyaE/+RIqkyjAYk=">AAACCHicbVDLSsNAFJ34rPUVdenCwSK6KklRdCMU3bisYB/QhDCZTtqhM5M4M5GWkKUbf8WNC0Xc+gnu/Bunj4W2HrhwOOde7r0nTBhV2nG+rYXFpeWV1cJacX1jc2vb3tltqDiVmNRxzGLZCpEijApS11Qz0kokQTxkpBn2r0d+84FIRWNxp4cJ8TnqChpRjLSRAvtgcBxknuSQo0F+6al7qTNP0S5HQVap5Hlgl5yyMwacJ+6UlMAUtcD+8joxTjkRGjOkVNt1Eu1nSGqKGcmLXqpIgnAfdUnbUIE4UX42fiSHR0bpwCiWpoSGY/X3RIa4UkMemk6OdE/NeiPxP6+d6ujCz6hIUk0EniyKUgZ1DEepwA6VBGs2NARhSc2tEPeQRFib7IomBHf25XnSqJTds7Jze1qqXk3jKIB9cAhOgAvOQRXcgBqoAwwewTN4BW/Wk/VivVsfk9YFazqzB/7A+vwBDZWZ/w==</latexit>

x0
max =

p
�22

<latexit sha1_base64="lsojwcGbPBdEIVpYlmYyCYxxV8M="></latexit>

Ex = ⇡✏x = ⇡
p
det(�x) = ⇡

q
�11�22 � �2

12



Lecture 6

8. Beam Properties
Emittance

<latexit sha1_base64="EzPOqMKW7Nk/3RnptTMe5JQtBmw=">AAAB8nicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8hd2g6DHoxWME84DNEmYns8mQeSwzvUJY8hlePCji1a/x5t84SfagiQUNRVU33V1xKrgF3//21tY3Nre2Szvl3b39g8PK0XHb6sxQ1qJaaNONiWWCK9YCDoJ1U8OIjAXrxOO7md95YsZyrR5hkrJIkqHiCacEnBT2LB9K0s+D+rRfqfo1fw68SoKCVFGBZr/y1RtomkmmgApibRj4KUQ5McCpYNNyL7MsJXRMhix0VBHJbJTPT57ic6cMcKKNKwV4rv6eyIm0diJj1ykJjOyyNxP/88IMkpso5yrNgCm6WJRkAoPGs//xgBtGQUwcIdRwdyumI2IIBZdS2YUQLL+8Str1WnBV8x8uq43bIo4SOkVn6AIF6Bo10D1qohaiSKNn9IrePPBevHfvY9G65hUzJ+gPvM8fBDGREw==</latexit>�12 - Correlation between x and x‘

<latexit sha1_base64="cE3NBbd1lshRJJu4TMC1ziiRMms=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cq9gPaUDbbTbt0kw27E6WE/gwvHhTx6q/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8HoZuq3Hrk2QsUPOE64H9FBLELBKFqp070XgyFSrdVTr1xxq+4MZJl4OalAjnqv/NXtK5ZGPEYmqTEdz03Qz6hGwSSflLqp4QllIzrgHUtjGnHjZ7OTJ+TEKn0SKm0rRjJTf09kNDJmHAW2M6I4NIveVPzP66QYXvmZiJMUeczmi8JUElRk+j/pC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaFMq2RC8xZeXSfOs6l1U3bvzSu06j6MIR3AMp+DBJdTgFurQAAYKnuEV3hx0Xpx352PeWnDymUP4A+fzB5JtkXE=</latexit>

)

Dimensionless correlation parameter
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r12 =
�12p
�11�22

2 [�1, 1]
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in der Abb. 4.17 angedeutet. Die maximale Ausdehnung in x- und x′-Richtung
ergibt sich aus

xmax =
√
σ11 , x′

max =
√
σ22 . (4.107)

Das Matrixelement σ12 ist ein Maß für die Korrelation zwischen Ortsabwei-
chung x und Winkelabweichung x′ im Strahl. Man definiert daher auch den
dimensionslosen Korrelationsparameter r12

r12 =
σ12√
σ11σ22

. (4.108)

Für den Korrelationsparameter r12 gilt

−1 ≤ r12 ≤ +1 . (4.109)

Zwei weitere nützliche Größen sind xcor und x′
cor,

xcor = r12
√
σ11 , x′

cor = r12
√
σ22 .
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Abb. 4.17. Phasenellipse
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Abb. 4.18. Dichteverteilung in der Form einer zweidimensionalen Gaußverteilung.
Hier ist die Dichte als Funktion der Ortsabweichung x und der Richtungsabweichung
x′ aufgetragen

Gaußverteilung 39,3% der gesamten Intensität. Die umschlossene Fläche ist
die 1σ-Emittanz mit

ε1σx = εx =
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 4

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−4/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht zwei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen
Gaußverteilung 86,5% der gesamten Intensität. Die 2σ-Emittanz ist gegenüber
der 1σ-Emittanz um den Faktor vier größer. Die umschlossene Fläche ist die
2σ-Emittanz mit

ε2σx = 4 ε1σx = 4
√
σ11σ22 − σ2

12 .

Die Phasenellipse
XTσ−1

x X = 9

markiert die Höhenlinie, bei der die Dichte um den Faktor exp(−9/2) kleiner
als die Dichte im Zentrum ist. Diese Höhenlinie entspricht drei Standard-
abweichungen beim Strahlprofil. Sie umschließt bei einer zweidimensionalen

<latexit sha1_base64="bIeGfoAZuZgY1imeKW3ovVFcGWw=">AAACR3icbVDNS8MwHE3n9/yaevRSHMI8ONqh6EUQvXhUcJuwbCPNfu2CaRuSVDZK/zsvXr35L3jxoIhHs62iTh8EHu+DJM8TnCntOE9WYWZ2bn5hcam4vLK6tl7a2GyoOJEU6jTmsbzxiALOIqhrpjncCAkk9Dg0vdvzkd+8A6lYHF3roYB2SIKI+YwSbaRuqYNlP67gO6DpINs7wb4kNHWztIYFwyAU4yY1yGAg8BkLgsr+dyLLW51rrFgQku6gk+67X+o4 vtctlZ2qM4b9l7g5KaMcl93SI+7FNAkh0pQTpVquI3Q7JVIzyiEr4kSBIPSWBNAyNCIhqHY63iGzd43Ss/1YmhNpe6z+bKQkVGoYeiYZEt1X095I/M9rJdo/bqcsEomGiE4u8hNu69gejWr3mASq+dAQQiUzb7Vpn5ihtJm+aEZwp7/8lzRqVfew6lwdlE/P8jkW0TbaQRXkoiN0ii7QJaojiu7RM3pFb9aD9WK9Wx+TaMHKO1voFwrWJwj6s8Q=</latexit>

⇢(~x) =
1

2⇡✏x
exp

 
� 1

2
~xT��1

x ~x

!

Standard deviation^2 = STD^2

STD^2=1 Encloses 39.3% of particles
<latexit sha1_base64="lnuj70I94lAzBCyDlriAWIh/3J8=">AAACKXicbZBNS8MwGMdTX+d8q3r0UhyCF0dbFL0IQy8eJ7gXWLeSZukWlqQ1ScVR+nW8+FW8KCjq1S9itlXRzT8Efvk/z0Py/IOYEqls+92Ym19YXFourBRX19Y3Ns2t7bqMEoFwDUU0Es0ASkwJxzVFFMXNWGDIAoobweBiVG/cYiFJxK/VMMZtBnuchARBpS3frHg4loRGvJM6niQ9BjP/7syTN0Klk7ufOk72ja6bHf7YbtZxM98s2WV7LGsWnBxKIFfVN5+9boQShrlCFErZcuxYtVMoFEEUZ0UvkTiGaAB7uKWRQ4ZlOx1vmln72ulaYST04coau78nUsikHLJAdzKo+nK6NjL/q7USFZ62U8LjRGGOJg+FCbVUZI1is7pEYKToUANEgui/WqgPBURKh1vUITjTK89C3S07x2X76qhUOc/jKIBdsAcOgANOQAVcgiqoAQTuwSN4Aa/Gg/FkvBkfk9Y5I5/ZAX9kfH4BXIun3Q==</latexit>

✏1�x =
q

�11�22 � �2
12

STD^2=4 86.5%
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✏2�x = 4✏1�x
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✏3�x = 9✏1�xSTD^2=9 98.5%

In reality, the distribution is not Gaussian (scattering, collimators, walls …)
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Abb. 4.19. Strahlprofil, das einer Gaußverteilung entspricht. Ein charakteristisches
Maß für die Breite ist die Standardabweichung σx. Bei dem hier gezeigten Strahl-
profil ist σx = 0,9 mm

mit der Standardabweichung8, d. h. der mittleren quadratischen Abweichung
vom Sollteilchen, σx,

σx =
√
σ11 =

√
x2 . (4.115)

Die auf Eins normierte eindimensionale Gaußverteilung lautet

ρ(x) =
1√

2πσx

exp
(
−1

2
x2

σ2
x

)

=
1√

2π√σ11

exp
(
−1

2
x2

σ11

)
.

(4.116)

Die Standardabweichung σx bzw. σy wird auch häufig RMS-Breite (”Root
Mean Sqare“) genannt. Für die Halbwertsbreite (FWHM = Full Width at
Half Maximum) der Verteilung gilt ∆xFWHM = 2,355 · σx. In der Regel kann
man mit (4.116) die tatsächliche Dichteverteilung in einem Bereich von drei
Standardabweichungen, d. h. −3σx ≤ x ≤ +3σx, in guter Näherung approxi-
mieren. Die Gaußverteilung ist in jedem Fall eine Approximation, da sie sich
8 Wir verwenden das Symbol σx doppelt. Es wird sowohl zur Kennzeichnung der

Strahlmatrix σx wie zur Kennzeichnung der Standardabweichung σx eines längs x
gemessenen Strahlprofils verwendet. Die richtige Zuordnung ergibt sich aus dem
Kontext. Die gleiche Bemerkung gilt für das Symbol σy .

<latexit sha1_base64="hOrLCCzZIlunHxVlbkxD6RQRIQY=">AAAB/nicbVDLSsNAFJ3UV62vqLhyM1gEVyERRV0IRTcuK9gHNCFMppN26MwkzEzEEir+ihsXirj1O9z5N07bLLT1wIXDOfdy7z1RyqjSrvttlRYWl5ZXyquVtfWNzS17e6epkkxi0sAJS2Q7QoowKkhDU81IO5UE8YiRVjS4HvuteyIVTcSdHqYk4KgnaEwx0kYK7T1f0R5H4cOl61w85r7kkPNRaFddx50AzhOvIFVQoB7aX343wRknQmOGlOp4bqqDHElNMSOjip8pkiI8QD3SMVQgTlSQT84fwUOjdGGcSFNCw4n6eyJHXKkhj0wnR7qvZr2x+J/XyXR8HuRUpJkmAk8XxRmDOoHjLGCXSoI1GxqCsKTmVoj7SCKsTWIVE4I3+/I8aR473qnj3p5Ua1dFHGWwDw7AEfDAGaiBG1AHDYBBDp7BK3iznqwX6936mLaWrGJmF/yB9fkDn1GVRA==</latexit>
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�x =
p
�11
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von −∞ bis +∞ erstreckt, der Teilchenstrahl jedoch nach außen durch das
Strahlrohr scharf begrenzt ist.

Innerhalb des Strahlrohres wird der eigentliche Strahl häufig noch durch
einen Halo von gestreuten Teilchen sehr niedriger Intensität umgeben. Der
Halo hat in der Regel eine Dichteverteilung, die von der Gaußverteilung des
eigentlichen Strahls deutlich abweicht, d. h. für Orts- und Richtungsabwei-
chungen, die größer als drei Standardabweichungen sind, macht sich ein Un-
tergrund von Teilchen bemerkbar, der meistens deutlich größer ist als das,
was man nach Gleichung (4.116) erwartet.

4.7.4 Strahlenveloppen

Wenn man nun das Strahlprofil in einem Strahlführungssystem an verschie-
denen Stellen misst und die charakteristische Strahlbreite

xmax(s) =
√
σ11(s) (4.117)

als Funktion von s aufträgt, erhält man die Strahleinhüllende oder Strahlen-
veloppe. Die Strahlenveloppe ist eine direkte und anschauliche Darstellung
des Strahls, d. h. der Gesamtheit aller Strahlteilchen. Wenn man für

√
σ11

eine Standardabweichung zugrundelegt, ergeben sich die sogenannten RMS-
Enveloppen. In der Abb. 4.20 ist zur Illustration die Enveloppe in der Umge-
bung einer Strahltaille (englisch ”beam waist“) in einem Driftstreckenbereich
skizziert. Vor der Taille ist der Strahl konvergent, er konvergiert auf die engste
Einschnürung. Nach der Taille ist der Strahl divergent. Die Phasenellipse vor
der Taille ist durch eine negative Korrelation r12 zwischen der Ortsabwei-
chung x und der Richtungsabweichung x′ gekennzeichnet. Entsprechend ist
die Korrelation r12 nach der Taille positiv. Die Enveloppe ist die Darstellung
von √σ11(s).

4.7.5 Transformation der Phasenellipsen

Wir kommen nun zu dem Problem, wie ändern sich die Phasenellipsen und
Dichteverteilungen des Strahles beim Durchgang durch ein Strahlführungssys-
tem? Hierzu betrachten wir die Transformation der Strahlmatrizen σx bzw. σy .

Abb. 4.20. Strahlenveloppe in der Umgebung einer Strahltaille

Beam envelope (RMS envelope)
<latexit sha1_base64="GK0JEQ2XUb5A/8jQZ3URLLP3bps=">AAACDXicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAp1UxJRdCMU3bisYB/QhDCZTtqhM0mcmUhLyA+48VfcuFDErXt3/o2TNgttPXDhcM693HuPHzMqlWV9GwuLS8srq6W18vrG5ta2ubPbklEiMGniiEWi4yNJGA1JU1HFSCcWBHGfkbY/vM799gMRkkbhnRrHxOWoH9KAYqS05JmHIy91BIccjbKqPL505L1QqSNpnyMvte1czDyzYtWsCeA8sQtSAQUanvnl9CKccBIqzJCUXduKlZsioShmJCs7iSQxwkPUJ11NQ8SJdNPJNxk80koPBpHQFSo4UX9PpIhLOea+7uRIDeSsl4v/ed1EBRduSsM4USTE00VBwqCKYB4N7FFBsGJjTRAWVN8K8QAJhJUOsKxDsGdfnietk5p9VrNuTyv1qyKOEtgHB6AKbHAO6uAGNEATYPAInsEreDOejBfj3fiYti4Yxcwe+APj8wcZ85uQ</latexit>

xmax(s) =
p
�11(s)

Beam waist („Strahltaille“) / focus
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r12 < 0
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Lecture 6

8. Beam Properties
Transformation of phase ellipses

Drift Start with upright ellipse
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Abb. 4.21. Transformation von Phasenellipsen durch positive und negative Drift-
strecken unterschiedlicher Länge

verschoben, d. h. je nach dem Vorzeichen von L nach links bzw. nach rechts
verschoben. Eine positive Korrelation r12 zwischen x und x′ entspricht ei-
nem divergenten, eine negative Korrelation r12 einem konvergenten Strah-
lenbündel. Die maximale Richtungsabweichung x′

max =
√
σ22 bleibt konstant.

Die maximale Ortsabweichung xmax nimmt in einer charakteristischen Weise
zu:

xmax(L) =
√
σ11(L) =

√
σ11(0) + L2σ22(0) . (4.120)

Wenn die Phasenellipse am Startpunkt nicht aufrecht steht, erhalten wir die
folgende Gleichung

σx(L) =
(

1 L
0 1

)(
σ11(0) σ12(0)
σ12(0) σ22(0)

)(
1 0
L 1

)

=
(
σ11(0) + 2Lσ12(0) + L2σ22(0) σ12(0) + Lσ22(0)

σ12(0) + Lσ22(0) σ22(0)

)
.

(4.121)

Neben der Aufgabe, eine bestimmte Distanz zwischen anderen ionenopti-
schen Elementen zu überbrücken, hat die Driftstrecke spezielle Eigenschaften,
die zur Transformation und Anpassung von Phasenellipsen benötigt werden.
Wir geben hierzu ein typisches Beispiel. Am Startpunkt s = 0 sei der Strahl
sowohl in radialer wie in axialer Richtung konvergent. Die Phasenellipsen seien
bekannt. Wie groß ist nun die Driftstrecke bis zu der Stelle, an der die Pha-
senellipsen aufrecht stehen, d. h. bis zur Strahltaille? Aus Gleichung (4.120)
folgt für die radiale und axiale Phasenellipse

Lx = −σ12/σ22 , Ly = −σ34/σ44 . (4.122)

Nur wenn die Verhältnisse σ12/σ22 und σ34/σ44 gleich sind, liegen die bei-
den Strahltaillen an der gleichen Stelle, d. h. Lx = Ly. Die Gleichungen
(4.122) gelten nicht nur für einen konvergenten Strahl. Die Matrixelemen-
te σ12 und σ34 sind bei einem divergenten Strahl positiv, und wir erhal-
ten negative Driftstrecken Lx und Ly. Eine Transformation mit negativer
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r12 < 0 Convergent beam
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Abb. 4.22. Transformation von Phasenellipsen durch dünne Sammel- und Zerstreu-
ungslinsen unterschiedlicher Brechkraft

Für die Transformation einer nicht aufrechten Phasenellipse erhalten wir die
Gleichung

σx

(
1
fx

)
=
(

1 0
−1/fx 1

)(
σ11(0) σ12(0)
σ12(0) σ22(0)

)(
1 −1/fx

0 1

)

=
(

σ11(0) σ12(0)− σ11(0)/fx

σ12(0)− σ11(0)/fx σ22(0)− 2σ12(0)/fx + σ11(0)/f2
x

)
.

(4.126)

4.7.6 Strahltaille bei einer Punkt-zu-Punkt-Abbildung

Die naive Betrachtung einer Punkt-zu-Punkt-Abbildung verleitet zu der An-
nahme, ein Strahl mit einer Taille am Gegenstandspunkt habe am Bild-
punkt ebenfalls eine Taille. Wir wollen zeigen, dass dies in der Regel nicht
zutrifft. Nur bei einer teleskopischen Abbildung kann man gleichzeitig eine
Punkt-zu-Punkt und Taille-zu-Taille-Abbildung erreichen. Wir betrachten oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit eine Punkt-zu-Punkt-Abbildung in der
x-Ebene. Die Transfermatrix von der Gegenstandsebene zur Bildebene lautet

Rx(s) =
(

R11 0
R21 R22

)
. (4.127)

Wir nehmen eine Strahltaille mit einer engen Einschnürung am Gegenstands-
punkt an

σx(0) =
(
σ11 0
0 σ22

)
. (4.128)
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x
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dreidimensionalen Unterraum (x, x′, δ) erweitert. Die Strahlteilchen werden
dann von einem Phasenraumellipsoid umschlossen. Wenn man die axialen Ko-
ordinaten (y, y′) hinzunimmt, erhält man den fünfdimensionalen Unterraum
(x, x′, y, y′, δ). Bei einem longitudinal gebündelten Teilchenstrahl ist es sogar
notwendig, den gesamten sechsdimensionalen Phasenraum (x, x′, y, y′, l, δ) zu
betrachten. Wir schildern in diesem Kapitel den Formalismus des Phasenraum-
ellipsoids im vollen, sechsdimensionalen Phasenraum. Wir werden sehen, dass
die Projektionen auf ein- und mehrdimensionale Unterräume in diesem For-
malismus bereits enthalten sind.

Das Phasenraumellipsoid, d. h. die Oberfläche eines Ellipsoids im 6-dimen-
sionalen Phasenraum, wird durch die Gleichung

XTσ−1X = 1 (4.133)

beschrieben. Hierbei ist X der Vektor vom Koordinatenursprung zum Rand
des Ellipsoides und σ eine Matrix mit positiver Determinante. Die Matrix ist
symmetrisch, d. h. für die Matrixelemente gilt σik = σki,

σ =





σ11 σ12 σ13 σ14 σ15 σ16

σ12 σ22 σ23 σ24 σ25 σ26

σ13 σ23 σ33 σ34 σ35 σ36

σ14 σ24 σ34 σ44 σ45 σ46

σ15 σ25 σ35 σ45 σ55 σ56

σ16 σ26 σ36 σ46 σ56 σ66




. (4.134)

Wenn die Dichteverteilung im axialen Unterraum von den Dichteverteilung
im radialen und longitudinalen Unterraum entkoppelt ist, lautet die σ-Matrix

σ =





σ11 σ12 0 0 σ15 σ16

σ12 σ22 0 0 σ25 σ26

0 0 σ33 σ34 0 0
0 0 σ34 σ44 0 0
σ15 σ25 0 0 σ55 σ56

σ16 σ26 0 0 σ56 σ66




. (4.135)

Bei Systemen mit magnetischer Mittelebenensymmetrie bleibt diese Entkop-
pelung in linearer Näherung erhalten. Das von dem Phasenraumellipsoid um-
schlossene Volumen beträgt

V =
16
3
π
√

det(σ) . (4.136)

Die geometrische Bedeutung der Matrixelemente ist wie bei der zweidimen-
sionalen Matrix σx, d. h., die Wurzel aus den Hauptdiagonalelementen ist ein
Maß für die maximale Strahlausdehnung, genauer gesagt für die halbe Strahl-
breite xi,max

xi,max =
√
σii i = 1, . . . , 6 . (4.137)
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Die Dichteverteilung ist durch konzentrische Ellipsoide gleicher Dichte gekenn-
zeichnet. Das Phasenraumellipsoid, das n Standardabweichungen entspricht,
wird durch die Gleichung

XTσ−1X = n2 (4.143)

beschrieben. Die Phasenraumdichte auf der Oberfläche des Ellipsoids ist hier-
bei um den Faktor

ρ(X)
ρ(0)

= exp
(
−n2

2

)
(4.144)

kleiner als im Zentrum. Das Phasenraumellipsoid, das einer Standardab-
weichung entspricht, ist durch die Gleichung (4.133) definiert.

In der Realität gleicht die Dichteverteilung ρ(x) nur näherungsweise einer
Gaußverteilung. Daher ist es nahe liegend, die σ-Matrix mithilfe der zweiten
Momente der tatsächlich vorhandenen Dichteverteilung im Phasenraum zu
definieren,

σii = (xi − xi)2

=
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

(xi − xi)2ρ(x)dx1dx2dx3dx4dx5dx6 ,
(4.145)

σij = (xi − xi)(xj − xj)

=
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

(xi − xi)(xj − xj)ρ(x)dx1dx2dx3dx4dx5dx6 .
(4.146)

Der Vorteil dieser Definition ist die Unabhängigkeit von der Form der Dichte-
verteilung ρ(x). Wenn die so definierte σ-Matrix in Gleichung (4.133) einge-
setzt wird, ergibt sich ein Phasenraumellipsoid, das den RMS-Breiten (”root
mean square“) der Phasenraumverteilung entspricht. In der modernen Be-
schleunigerphysik wird die Definition der σ-Matrix auf der Basis der zweiten
Momente der Phasenraumverteilung bevorzugt. Diese Definition der σ-Matrix
ist analog zur Definition der Kovarianzmatrix in der Statistik.

4.8.4 Strahlschwerpunkt

Wir haben in (4.145) und (4.146) die σ-Matrix anhand der zentralen zwei-
ten Momente bezüglich des Strahlschwerpunktes, d. h. der ersten Momen-
te x̄i, angegeben. Bislang haben wir immer angenommen, dass x̄i = 0, d. h.,
dass der Schwerpunkt des Strahles in allen sechs Phasenraumkoordinaten mit
den Koordinaten des Sollteilchens übereinstimmt. Diese Annahme ist jedoch
ein Idealfall. In praktisch allen Strahlführungssystemen kommt es durch Ab-
weichungen zwischen Strahl- und Sollachse beim Start, durch Justagefehler
(englisch: ”misalignment“) der magnetischen Elemente, Dipolfeldfehler und
Effekten zweiter und höherer Ordnung (siehe Abschn. 4.12) dazu, dass die
Schwerpunkte x̄i mehr oder weniger stark von null abweichen. Daher ist es
sinnvoll, dies bei der in (4.145) und (4.146) gegebenen Definition der σ-Matrix
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r16 =
�16p
�11�66
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Abb. 4.23. Phasenellipse in der Ebene (x1, x6) = (x, δ)

Die Schnittpunkte der Phasenellipse mit den Koordinatenachsen x und δ er-
geben sich aus

xint =
√
σ11(1− r2

16) , δint =
√
σ66(1− r2

16) . (4.151)

Gleiche Überlegungen kann man für die Projektion in die Ebene (x2, x6) =
(x′, δ) anstellen. Die durch die Winkeldispersion R26 hervorgerufene Korre-
lation r26 hat eine entsprechende Vergrößerung der maximalen Richtungsab-
weichung x′

max zur Folge.
Die Projektion des Phasenraumes ist natürlich nicht auf zweidimensionale

Unterräume begrenzt. Es ist z. B. stets möglich und häufig auch sinnvoll, die
Projektion auf den dreidimensionalen Unterraum (x1, x2, x6) = (x, x′, δ) zu
betrachten. Das resultierende Ellipsoid zeigt unmittelbar anschaulich, wie sich
die drei Korrelationen r12, r16 und r26 auswirken.

4.8.6 Dispersive Aufweitung der Phasenellipse

Zur Illustration betrachten wir in Abb. 4.24 die Auswirkung der Dispersion
auf die Phasenraumverteilung eines Teilchenstrahls. Die Abbildung zeigt Pha-
senellipsen von Teilchen mit unterschiedlicher Impulsabweichung δ = ∆p/p0.
Diese Phasenellipsen sind Querschnitte durch das dreidimensionale (x, x′, δ)-
Phasenraumellipsoid. Jede dieser Phasenellipsen repräsentiert die Phasen-
raumverteilung von Teilchen mit einer bestimmten Impulsabweichung δ. Die
Einhüllende dieser Phasenellipsen ist die Projektion des gesamten (x, x′, δ)-
Phasenraumellipsoid auf die (x, x′)-Ebene. Man erkennt unmittelbar, dass
die Fläche (Emittanz) der einhüllenden Phasenellipse deutlich größer als die
Fläche (Emittanz) eines (x, x′)-Querschnittes ist. Diese dispersive Aufweitung
ist das Ergebnis der Vorgeschichte des Teilchenstrahls.

Wir suchen daher in dem Strahlführungssystem eine Stelle, wo die disper-
sive Aufweitung null ist. Wir legen den Startpunkt s = 0 an diese Stelle.
Die dispersive Aufweitung des Strahls geschieht in den Ablenkmagneten des
Strahlführungssystems (siehe z.B. Abb. 4.34). Durch die Ortsdispersion R16
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Diese Gleichung zeigt unmittelbar die Modifikation der σ-Matrixelemente
durch die Orts- und Winkeldispersion. Die Phasenellipse der Teilchen mit
δ = 0, erhält man, indem man σ66 = 0 setzt. Wir ersetzen nun in (4.153) R16

und R26 mithilfe von (4.152) durch R16 = σ16/σ66 und R26 = σ26/σ66. Damit
können wir aus einer vorgegebenen σx-Matrix mit dispersiver Aufweitung die
σ(0)

x -Matrix der Teilchen mit Sollimpuls deduzieren. Dies geht direkt und ohne
Annahme eines bestimmten Strahlpräparationssystems,




σ(0)

11 σ(0)
12 0

σ(0)
12 σ(0)

22 0
0 0 0



 =




σ11 σ12 σ16

σ12 σ22 σ26

σ16 σ26 σ66



−




σ2

16/σ66 σ16σ26/σ66 σ16

σ16σ26/σ66 σ2
26/σ66 σ26

σ16 σ26 σ66



 .

(4.154)
Die σ(0)

x -Matrix beschreibt die in Abb. 4.24 gezeigte Phasenellipse für δ = 0.
Die Mittelpunkte der Phasenellipsen für δ "= 0 sind um (R16δ, R26δ) verscho-
ben. Die dispersive Aufweitung des Strahls führt zu einer Ausdehnung der
radialen Strahlenveloppen,

xmax =
√
σ(0)

11 + R2
16σ66 =

√
σ(0)

11 + σ2
16/σ66 ,

x′
max =

√
σ(0)

22 + R2
26σ66 =

√
σ(0)

22 + σ2
26/σ66 .

(4.155)

Eine dispersive Aufweitung liegt immer dann vor, wenn (σ16,σ26) "= (0,0) ist.
In der Regel hat ein Strahl bereits nach der Extraktion aus einem Kreisbe-
schleuniger eine gewisse dispersive Aufweitung aufgrund der Dispersion der
Ablenkmagnete in dem Beschleuniger.

Es ist in diesem Zusammenhang interessant festzustellen, dass die trans-
versale Emittanz üblicherweise ohne dispersive Aufweitung angegeben wird.
Dies bedeutet, dass die Emittanz an Stellen gemessen werden muss, an denen
(σ16,σ26) = (0,0) und (σ36,σ46) = (0,0). Andernfalls muss eine Rückrechnung
entsprechend (4.154) vorgenommen werden.

4.8.7 Messung von Phasenellipsen und Emittanzen

Zur Messung von Phasenellipsen und Emittanzen gibt es eine Reihe unter-
schiedlicher Verfahren. Das anschaulichste Verfahren ist die Doppelschlitzme-
thode (siehe Abb. 4.25). Hierbei wird die Dichteverteilung ρ(x, x′) mithilfe
von zwei Schlitzen abgetastet. Der 1. Schlitz an der Stelle s1 blendet einen
Teilstrahl mit der Ortsabweichung x aus. Der 2. Schlitz an der Stelle s2 legt
die Richtungsabweichung x′ fest. Der ausgeblendete Teilchenstrom wird mit
einem Faradaybecher aufgefangen und über ein empfindliches Amperemeter
gemessen. Er ist ein Maß für die lokale Dichte ρ(x, x′). Zur schnellen Mes-
sung der gesamten Dichteverteilung empfiehlt sich eine Computersteuerung
der Schlitze. Damit kann man die Dichteverteilung ρ(x, x′) vollautomatisch
in der Form eines Rasters abtasten. Bei einem divergenten Strahl besteht
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Abb. 4.24. Dispersive Aufweitung der radialen Phasenellipse

und die Winkeldispersion R26 kommt es zu einer Korrelation zwischen x und δ
bzw. x′ und δ. Die entsprechenden Matrixelemente σ16(s) und σ26(s) ergeben
sich unmittelbar aus den Matrixelementen R16(s) und R26(s) der Transfer-
matrix R(s),

σ16(s) = R16(s)σ66 ,
σ26(s) = R26(s)σ66 ,

}
wenn σ16(0) = 0 und σ26(0) = 0 . (4.152)

Zum Beweis dieser wichtigen Gleichung betrachten wir die entsprechenden
(3× 3)-Matrizen Rx und σx, wobei wir die σx-Matrixelemente am Startpunkt
durch einen hochgestellten Index (0) kennzeichnen. Die Transformation einer
Matrix mit σ(0)

16 (0) = 0 und σ(0)
26 (0) = 0 ergibt




R11 R12 R16

R21 R22 R26

0 0 1








σ(0)

11 σ(0)
12 0

σ(0)
12 σ(0)

22 0
0 0 σ66








R11 R21 0
R12 R22 0
R16 R26 1





=




# # R16σ66

# # R26σ66

R16σ66 R26σ66 σ66



 , q.e.d.

Um die dispersive Aufweitung der Phasenellipse zu analysieren, nehmen
wir an, dass sie durch ein Strahlpräparationssystem mit einer besonders ein-
fachen Transfermatrix hervorgerufen wurde,




1 0 R16

0 1 R26

0 0 1








σ(0)

11 σ(0)
12 0

σ(0)
12 σ(0)

22 0
0 0 σ66








1 0 0
0 1 0

R16 R26 1





=




σ(0)

11 + R2
16σ66 σ(0)

12 + R16R26σ66 R16σ66

σ(0)
12 + R16R26σ66 σ(0)

22 + R2
26σ66 R26σ66

R16σ66 R26σ66 σ66



 . (4.153)
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A12, und A30. Aus der Laplace Gleichung folgt

A30 = −A′′
10 −A12 − hA11 . (4.160)

Für die Entwicklung des Feldes bis zur zweiten Ordnung genügt bereits die
Kenntnis von nur drei Koeffizienten A10(s), A11(s) und A12(s):

Bx(x, y, s) =
∂Φ

∂x
= A11y + A12xy + · · · ,

By(x, y, s) =
∂Φ

∂y
= A10 + A11x +

1
2!
(
A12x

2 + A30y
2
)

+ · · · , (4.161)

Bs(x, y, s) =
1

1 + hx

∂Φ

∂s
=

1
1 + hx

(A′
10y + A′

11xy + · · · ) .

Die gesamte Entwicklung ist durch das Feld in der magnetischen Mittelebene
festgelegt,

By(x, 0, s) = A10 + A11x +
1
2!

A12x
2 + · · · . (4.162)

Diese Entwicklung lässt sich unmittelbar einer Entwicklung des Feldes nach
Multipolen zuordnen:

Dipol: A10 = By|x=0,y=0 ,

Quadrupol: A11 =
∂By

∂x

∣∣∣∣
x=0,y=0

,

Sextupol: A12 =
∂2By

∂x2

∣∣∣∣
x=0,y=0

.

(4.163)

Der Tradition folgend führen wir die Krümmung h(s) = 1/ρ0(s), den Feld-
index n(s) und die Größe β(s) zur Charakterisierung der Dipol-, Quadrupol-
und Sextupolstärken im Bereich von Ablenkmagneten ein:

h =
q

p0
By|x=0,y=0 ,

n = − 1
hBy

∂By

∂x

∣∣∣∣
x=0,y=0

,

β =
1

2!h2By

∂2By

∂x2

∣∣∣∣
x=0,y=0

.

(4.164)

Die Entwicklung des Magnetfeldes bis zur zweiten Ordnung nimmt damit
schließlich die folgende Form an:

Bx(x, y, s) =
p0

q

[
−nh2y + 2βh3xy

]
,

By(x, y, s) =
p0

q

[
h− nh2x + βh3x2 − 1

2
(h′′ − nh3 + 2βh3)y2

]
,

Bs(x, y, s) =
p0

q

[
h′y − (n′h2 + 2nhh′ + hh′)xy

]
.

(4.165)

Much more complicated equations of motion
Transfer matrix elements … etc

For details see Berz, Hinterberger
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