
M Mathematischer Anhang

Gliederung: M.1 Ceometrie und Algebra
M.2 llnktionen
M,3 Differentia.hechnung
M.4 Integralrechnung
M.5 Difierential- und Integralrechnung bei mehreren Variablen
M.6 Vektorrechnung
M.7 Vektoranalysis
M.8 Komplexe Zahlen

Hier findet man die Rechenkunst,
Ohn' die das Lesen ist umsonst.
Es ist nicht viel, Du wirst es sehen,
Und ist auch nicht schwer zu verstehen,

Dies ist der mathematische Anhang zu einem Physikbuch, das leider noch
nicht fertig ist. Auf Wunsch von Prof. Glässel stelle ich ihn den Heidelberger
Physikstudenten zur Verfügung.

Einige, fur die Physik wichtige Gebiete der Mathematik sind in diesem
Anhang nicht enthalten, z. B. Difierentialgleichungen und die Fourier-Analyse
und Tlansformation. Sie werden im Buch an den entsprechenden Stellen
behandell 

Joachim Heinrze
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Mathematische Zeichen

: gleich ll irt para.llel zu

I nicht gleich -L steht senkrecht auf
'.: definitionsgemäß gleich a'- b a strebt nach ö

t ungefähr gleich Daraus folgt
i entspricht Daraus folgt wechselseitig

o< proportional zu t Summe

oo unendlich loJ Betrag von o

> größer als ) größer oder gleich

< kleiner als I kleiner oder gleich

Weitere Zeichen (2. B. Funktionsbezeichnungen, Integralzeichen) vrerden dort
erkliüt. wo sie eingeführt werden.

Das griechische Alphabet

Alpha A a Jota I t Rho P p,p
BetaBBKappaKnSigmaDo
Gamma 11 LambdaA^ Tau Tr
Delta A6 My M 1-t Ypsilon T u

Epsilon E e,e Ny N u Phi @ p,ö
ZetaZCXiS€ChiXy
Eta H rt Omikron O o Psi tlt 4,

Theta e 0, 0 Pi II r Omega Q u

Abkürzungen von Zehnerpotenzen (,,Präfixe()

10 deka da

102 hekto h

103 kilo k
106 Mega M

10e Giga G

1012 Tera T
1015 Peta P

1018 Exa E

10-..1 dezi d

It, _ centl c

IU-" mrllr m

IU " mlKro u
10-s nano n

10-12 piko p

10-15 femto f
10-18 atto a

In der Informatik: kilo - 210 : 1024, Mesa:220, Giga: 230.



M.1 Ceometrie und Algebra

M,l Geometrie und Algebra

Was man im Schlaf wissen müsste

Bilomische f'ormeln,

(a+b)2 =a2 +zab+b2
("-b)':o'-2ab+b2

(a+b) (a- b\:q2 -b2

Dreiecke, Siehe Abb. M.1

Wiukelsumme:

Fläche:

gleichschenkliges Dreieck:
gleichseitiges Dreieck:

rechtwinkliges Dreieck:

Dreieck

Abb.

tttlu I Iältlt
o!",

Abb.

Dreieck

a'ho c.h.

a:b r-- -J a:ß
a:b:c a: p:1:60"
a2 +b2: c2 (Lehrsatz des Pythagoras)
o b a sino
-:sino: --COSO: ---:tanoccbcoso

Vierecke. In der Physik spielen vor allem die in Abb. M.2 gezeigten Vierecke
eine Rolle.

a

M.2. Vierecke

Ä./ \ ,,)>-

7 \ oz-\
ÄÄ,

Cleichseitiges

M.1. Dreiecke

a+P+'t:180"
, _ Grundseite.Höhe

2
=b'ho:2
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Abb. M.3.
Fläche

Kugelzonen gleicher

")

Wenn o : 1 Radian (abgekürzt: I rad) sein soll, muss ,s : r sein. Umrechnung
von Grad in R-adian (Tabelle M.1): Dem vollen Winkel von 360'entspricht
die Bogenlänge s : 2zrr, also ist im Bogenmaß q : 2r rad. Demnach ist

lrad: (M.2)
360"
2"

:
r

AEoE-
T

-;

360'
180'

90"

2r : 6,28 rad
n : 3,I4 nd
n12:1,57 rad
: 1 rad
: 17,5 mrad

:57,29577...'

Wenn,4 und B den gleichen Abstand von P haben, ka,nn man natürlich
r gleich diesem Absta.nd wählen. Das empfiehlt sich besonders bei kleinen
Winkeln (Abb. M.4 b), denn dann ist der Unterschied zwischen der Bogenlänge
s und dem Abstand .4.B klein, und man erhält

(M 3)

Ein Objeki von 1mm Lainge erscheint, aus einer Entfernung von 1m betrach-
tet, unter dem Winkel a:lmrad. Die Durchmesser von Sonne und Mond
erscheinen beide unter einem Winkel von 0,5o E 9mrad, und zwar unabhängig
von ihrer Stellung arn Himmel. Kaum zu glauben, aber der ,,riesige Mond
über dem Waldesrand" ist eine optische Täuschung.

Raumwiulel. Auf die gleiche Weise kann man auch d.en räumlichen Winkel
definieren, unter dem eine Fläche oder ein Körper von einem Punkt P aus
gesehen erscheint. Dazu projiziert man die Flä.he bzw. den Umriss des
Körpers auf eine Kugel vom Radius r (Abb. M.5a). Der Ra.umwinkel ist
dann definiert als

Abb. M.4. Winkel im Bogenmaß.
a) Zur Definition (M.1),
b) kleine Winkel, zu (M.3)

Tabelle M.1. Umrechnung von
Grad in Radian (gerundete Zahlen)

Grad Rä.dia,rc

Kreis, Kugel,,..
Kreis vom Ra.dius r:
Kugel vom Radius r:

Kegel und Pgamide:

Was Sie vielleicht nicht auf der Schule gelernt haben

Wirlel im Bogenmaß. Wir betrachten zwei gerade Linien, die vom Punkt
P zu den Pu::kten.A und B fij.hren (Abb. M. a). Der Winkel a zwischen
diesen beiden Geraden kann entweder in Grad oder in Radian, d,.h. im
Bogenma$ angegeben werden. Das Bogenmaß ist folgendermaßen definiert:
Man zeichne um P einen Kreis mit einem beliebigen Radius r und bestimme
die Bogenlänge s zwischen den beiden Scbnittpunkten .,4/ und B/. Den in
Radian gemessenen Winkel erhäIt man durch das VerhäJtnis s/r:

(M.1)

Umfang: U : 2zr, Fläche: A : rr2 r: 3,14159...

Oberfläche; A: ürr2 Volumen: V:4'r"
Fläche einer Kugelzone: A:2rrh 3

(unabhängig von der Lage der Zone, Abb. M.3).

Man sollte wissen, wie diese Körper aussehen, und
1

dass ihr Volumen V : : Grundfläche.Höhe ist.

o._ (M.4)



M,1 Geometrie und Algebra

Er wird gemessen in Stemd,ian, abgekürzt sr. Der ,,volle Raumwinkel", d. h.
der Raumwinkel der gesamten Kugeloberfläche ist

, --29 =+:4tr:12,56... sr. (M.5)

Bei Flächen, deren Ausdehnung klein gegen ihren Abstand von P ist, ist
es zweckmißig, r gleich diesem Absta,nd zu setzeu. Steht die Fläche .4, von
P aus gesehen senkrecht zur Beobachtungsrichtung (Abb. M.5 b), ist in guter
Näherung 

t)*4, (M.6)

steht die Fläche.4 schief (Abb. M.5c), dann ist der Raumwinkel bezüglich P

(M.7) 
")

^ Äcos d

Sonne und Mond sieht ma,n von der Erde aus unter dem Raumwinkel J2 a:

6 ' 10-5 sr.

Kegelscbnitte. Als Kegelschnitte bezeichnet man die Kurven, die als Schnitt-
linien entstehen, wenn man einen Kegel mit kreisförmiger Grundfläche mit
einer Ebene schneidet (Abb. M.6). Diese Kurven spielen in der Physik eine
große Rolle. Liegt die Ebene senkrecht zur Kegelachse, erhdlt man einen
Kreis. Liegt sie parallel zu einer Ma.ntellinie, erhä.lt man eine Parabel. Ellipse
und Hyperbel entstehen bei kleinerer oder größerer Neigung der Schnittebene.

6{nF
Abb. M.6. Kegelschnitte. Blau sind die innerhalb der Kegel liegenden Teilflächen
der Schnittebenen. Zur vollständigen Darstellung der Hyperbel braucht man einen

Doppelkegel

Einen Kreis ka.nn man mit einem Zirkel konstruieren, die Ellipse, iudem man
an zwei Punkten, den Brennpunkten, einen Faden der Länge 2a befestigt
und bei gespanntem Faden einen Bleistift um die Brennpunkte führt (Abb.

Ellipse, 2e der Abstand der Brennpunkte F und F' voneinander. Nach dem
Lehrsatz des Pl.thagoras ist

Abb, M.5. Raumwinkel.
a) Zur Definition (M.4),
b) kleine Raumwinkel, zu (M.6)
c) zu (M,7)

KEis

e2:a2 -b2 . (M 8)
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Man erkennt das, wenn ma.n die gestrichelte Linie in Abb. M.7a betrach-
tet. Das Verhältnis e : ela wi,rd. die Enzentri,zird, genannt. Der Begriff
,,Brennpunkt" stammt aus der Optik. Alle Strahlen, die von F ausgehen,
trefien sich nach Reflexion an der Ellipse in .F' und umgekehrt.

Auch die Hyperbel hat zwei Punkte, die man Brennpunkte nennt (Abb.
M.7b). Hier istr die Di,fierenz \ * 12 :2a konstant. In großem Abstand
von den Brennpunkten nähert sich die Hyperbel immer mehr zwei geraden
Linien, die sich im Zentrum schneiden, den Asymptoten. Sie schließen mit der
geraden Linie durch ,F' und F/ den Winkel c ein. Im Bild b sieht man, dass
tana = bla ist und aus Bild c folgt cosa: ale. Mit sina: tano cosa und
cos2a +sin2o = l folgt

e':a'+b', (M.e)

Wenn die Asymptoten senkrecht aufeinander stehen, ist o : 45' und b : o.
Das nennt man eine gleichseitige Hyperbel.

Eine Parabel entsteht, wenn man den einen Brennpunkt einer Ellipse,
z. B. F/, entlang der großen Halbachse ins Unendliche verschiebt. Parallele
Strahlen, die aus dieser Richtung kommen, treffen sich nach Reflexion an der
Parabel in F' (Abb. M.7d). Das alles, und noch viel mehr wussten schon die
alten Griechen über die Kegelschnitte.

u) sl b)

l,'l[)a
Abb. M.7. Zu den Eigenschaften
der Kegelschnitte. Der Punkt P in
(b) ist bei (c) ins Unendliche ver-
schoben

Abb. M,8. Koordinatensysteme

Koordinatensysteme. Um die Lage eines Punktes anzugeben, verwendet man
in der Ebene gewöhnlich rechtwinklige kq,rtesische KoorrLinaten (u, y) oder
Polarkoordinaten (r,9) (Abb. M.8 a r.urd b), im Raum kartesische Koord.i-
naten (x,y,z) bzw. sphürische Polerkoordinaten (r,9,d) (Abb. M.8c und
d). Letztere nennt man anch Kugelkoordinaten. Den Winkel ri nerurt man
Polarwinkel, den Winkel g Azimut. Manchmal werden auch Zylinderkoordi-
naten (r,9,2) eingeführt, das sind ebene Polarkoordinaten, ergänzt durch
eine z-Achse (Abb. M.8 e). Umrechnung der Polarkoordinaten in kartesische:

z: /sindcosP
bzw. g: rsindsinp

z: rcosd
(M.10)

Man beachte die Anordnung der Koordinatenachsen: Die z-Achse, um 90'
gegen den Uhrzeigersinn gedreht, geht in die y-Achse über. Die z-Achse wird
dieser Drehung im Sinn einer Rechtsschraube (,,Wie man den Wasserhahn
zudreht") zugeordnet. Das nennt man ein rechtshtindfges Koordinatensystem.

r=rcosp
U:rsin?



M.1 Geometrie und Algebra 7

Aualytische Darstellung von Kutven und Flächen. Für die analytische (d. h.
formelmäßige) Darstellung einer Kurve in der (r, y)-Ebene gibt es &ei Mög-
lichkeiten:

a) Implizite Da.rstellung: "F(c' g) : sqn51

Alle Punkte, deren Koordinaten diese Gleichung erfüllen, liegen auf der
Kurve. Ein einfaches Beispiel: ä + t - 1 ist die in Abb. M.9 da.rgestellte

Gerade.

We'itere Beispiele: Kreis: 12 * a2 : R2 oa", fr+ $ : r 1u.rr;

Ellipse:

Hyperbel;

b) Explizite Darstellung; g -- f (t)

Diese Darstellung entsteht, wenn man F(r, g) : const nach g auflöst.
Beispiel: Ein Kreis um den Nullpunkt des Koordinatensystems

y - +t/a? - r' (z s A) (M.14)

c) Parameterdaxstellung: lc : ü(t),'A : AQ)

Hier ist der Parameter t eine Variable, die eine geometrische oder physi
kalische Bedeutung haben ka.nn, aber nicht haben muss.

Beispiel: Ein Kreis mit dem Radius A

r:.Rcost, y: Äsint (M.15)

Für die Da.rstellung einer Kurue im Raum wird meist eine Parameterdarstel-
lung

(M.i6)

x'2 u2

12 a2
a -'p -'

(M.12)

(M.13)

Abb. M.9, Implizite Darstellung
einer Geraden

Abb. M.10. Raumkurven, Beispie-
le zu (M.16)

r:n(t), g=g(t), z-z(t)
benutzt. Als Beispiel betrachten wir drei Kurven, die vom Nullpunkt des

Koordinatensystems zum Punkt r - 7, lJ :1, z : I führen (Abb. M.10).

Kurve A: r(t) - t, y(t) : t, z(t) : t
Kurve B: r(t) : t, a(t) = t, z(t) : t2

Kurve C: z(t) : t, u(t) : 0, z(t) : 0

r(t): t, a(t) = t, z(t) :0
x(t) - t, y(t) : r, z(t) = t

0<t<1
0<t<1
0<t<1
0<t<1
0<t<1

A ist eine gerade Linie, B eine Parabel und C ein Kurvenzug mit drei geraden

Teilstiicken.

Bei Flächen im Raum verwendet man:
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Abb. M.11. Explizite Darstellung
einer Fläche durch z: l@,A)

8 M Mathematischer Anhang

a) Implizite Darstellung: F(r,g, z)

Beispiele: Ebene:

Kugel:

Ellipsoid:

: const

TU;-+:+-abc
12 +u2 + 22

12 u2 22_ta_L_
o' c'

(M.17)

(M.18)

(M.1e)

Fft albl cl a erhält man ein dreiachsiges Ellipsoid,

für a = ö > c ein abgeplattetes Rotationsellipsoid,

für o:ö< ceiu in z-fuchtung längliches Rotationsellipsoid.

b) Explizite Darstellung: z: f(r,g)
Diese Darstellung entsteht, wenn man F(r,y,z): const nach z auflöst;
z gibt die Höhe der Fläche über der (e, y)-Ebene an (Abb. M.11).

Lineare Gleichungen mit mebrereu Unbekaanten, Determinanten. Jeder
weiß, wie man zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten löst, in-
dem man eine der beiden Unbekannten eliminiert. Wie verfährt man. wenn
n Gleichungen mit n Unbekannten zu lösen sind?

alxr + ar2x2 *... I alnrn: S1

o'2trr + a22 12 ! "' I a2nrn - $2

(M.20)Q,nL:Lr + Qn2.ü2 1... I annrn = b-

Damit das Problern lösbar ist, müssen die Gleichungen voneinander lineor
unabhtingig sein, d. h. es darf z. B. nicht eine der Gleichungen durch Multipli-
kation mit einem konstanten Faktor in eine andere überführbar sein und die
Difierenz zweier Gleichungen darf nicht eine bereits vorha.ndene ergeben.

Die konstanten Koeffi.zienten o,is (i ist der Zeilenindex, fr der Spaltenindex)
fasst man zu einem Matrir genannten Schema zusammen:

(M.21)

Die aik nennt man Matrixelemente. Der quadratischen Matrix (ai1) wird eine

D etenninante zugeordnet:

'4- a''t ('"',:'"':t 
;::)

i(r,u)
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atn
a2n

det (411) : (M.22)

ant An2 ann

Dies ist ein mathematisches Objekt, das man mit einem bestimmten Verfahren
ausrechnen soIL

Wir erklären dieses Verfahren am Beispiel einer Determinante mit 4x4
Elementen: Man schreibt (oder denkt sich) über die erste Zeile abwechselnd
Plus- und Minuszeichen:

(+) (-) (+) (-)

aD at2
Q2t 422

(M.23)

Dann streicht man (in Gedanken) die erste Zeile und die ,k-te Spalte (,b : 1-4).
Es bleibt jeweils die UnterrLeterminanle des Elements ols übrig. det(a'7,) ist
gleich der folgenden Summe von Produkten:

lo22 a4 a2al la21 ay a2al la21 o22 a2al lo21 o22 a13l
crr lca2 o3B ayl - an lo31 o33 o3al -l a13 logt ap osq.l - atalat ap assl

lon" oo" oool loo, oo, oool loo, oo, oool lon, oo, oorl
(M.24)

Nach dem gleichen Verfahren werden nun die Unterdeterminanten ausgerech-
net. Man erhält z. B. für die Unterdeterminante des Elements o12:

det (a;;) :
at av an attl
azr azz azt azal
Agr Asz As:] osa ]

Q,41 aa2 (La3 aaal

(+) (-) (+)

lazr azz azal

l;i,;;i;;;l-o",lo^"1'o|- o,.li'' i"l , o,ol1" 1""1. (M.2b)

loo, oo, oool la43 Q44l lo4t o44' lo4t q43l

Die 2 x 2 -Unterdeterminanten ergeben

latß rrsc.l lo:r a:sl losr arrll- l- 0ßo44-ouq4j. I l-... I l-o3lc43 o33c4r.
lo4r o44l la4t a44l p4t aßl

(M.26)
Nun werden die Ergebnisse von (M.26) in (M.25) eingesetzt, dann setzt man
(M.25) und die a.nalog berechneten anderen 3 x 3 -Unterdeterminanten in
(M.24) ein und rechnet (M.24) aus. Damit hat man schließlich ei,ne Zahl, u.nd
die Berechnung der Determinante (M.23) ist gescha.fit. Man kanlr nun für
jedes z eine Gleichung angeben, die im Prinzip gelöst werden kann:

_ btA, ' bzAzt ' "' I bnAnt ; _1 ,
"' - ---- d"d;- ' J : I'2" 'n (I1 27)

Sie wird in der linearen Algebra bewiesen. Die Ä1, sind die Unterdetermi-
nanten der Matrixelemente a1i, jeweils multipliziert mit (-l)t+i. Es ist sehr
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nütziich, die im Nennet von (M,27) stehende Determinante auszurechnen. Ist
dei(ai6) 10, dann sind die Gleichungen (M.20) ga"rantiert linear unabhängig,
andernfalls würde det(adk) :0 sein. Im Übrigen ist (M.27) wenig brauch-
bar. Zur Bestimmung der n Unbekannten muss ma,tl n2 Unterdeterminanten
ausrechnen. Das wäre schon bei n:4 mühsam und erst recht bei n: 100

oder n.:104. Weitaus besser funktioniert das Verfahren d.er sukzessiuen
Elhni,nation von Unbekannten, das wir nun beschreiben.

Man wählt in (M.21) ein Element oiii aus, vorzugsweise das größte, und
Iöst die i-te Gleichung in (M.20) nach c7. auf:

,-: fr(o--1...r)

wobei n zunächst eine positive ganze Zahl sein soll und a eine Konstante.
Besonders häufig hat man es mit n - 1 oder n - 2 zl tlun:.

! = ax g ,,ist ProPortional zu" r
U = ar2 in graphischer Da.rstellung: Parabel

Einige Funktionen dieses Typs sind in Abb. M.12 graphisch dargestellt. Man
kann auch eine Summe über verschiedene Potenzfunktionen betrachten:

lineare Funktion (Abb. M.13): y ax + b (M.30)

quadratische Funktion: A:a+br +cr2 (M.31)

Polynom n-ten Grades: y :ao!atr*azr2 + " +o,cn (M.32)

(M.28)

In der eckigen Klammer steht die linke Seite der l-ten Gleichung ohne den
Tetm aikrk. (M.28) wird nun in die übrigen Gleichungen (M.20) eingesetzt.
Man erhält ein System von (n - 1) Gleichungen mit (n - 1) Unbekannten und
mit neuen Koeffizienten ol1. Das wiederholt man so lange, bis man schließlich
eine Gleichung mit einer Unbekannten hat. Man löst sie, setzt das Ergebnis
in die vorletzte Gleichung ein und so fort, bis auch rk numerisch berechnet
ist.

Auch abgesehen von der Anwendung auf die linearen Gleichungen ist es

sehr nützlich, wenn man weiß, was eine Determinante ist und wie man damit
umgeht. Das wird sich bereits in der Vektorrechnung zeigen.

M.2 F\rnktionen

In der Physik haben wir die Abhängigkeit einer physikalischen Größe von
einer anderen zu untersuchen. Dabei werden uns häuf.g folgende Funktionen
begegnen:

Potenzfunktionen

Als Potenzfrrnktionen bezeichnet man Ausdriicke der Form

(M.2e)
Abb. M.12. Potenzfunktionen mit
positiven ganzzahligen Exponenten

Abb. M.13. Lineare F\rnktion
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Potenzfunktionen mit negativem und gebrochenem Exponenten werden fol-
gendermaßen definiert:

"-".: 
I (xlo\

x1/^ ,: t/i .

(M.33)

(M.34)

(M.36)

(M.37)

(M.38)

(M.3e)

1"

Ia=i

Wenn n eine gerade Zahl ist, muss in (M.34) r 2 0 sein, Ferner definiert man:

go::1. (M.35)

Besonders häuflg sind wieder n:1 und n:2 (Abb. M.l ):
l

It : r- | : I in graphischer Darstellung: gleichseitige Hyperbel"r
y: xi :1, Quadratwurzel (Parabel, in r-Richtung geöffnet)

(M.33) und (M.34) Iassen sich auch kombinieren:

,,-.-4- 1

w
Sie sollten einen Taschenrechner haben, mit dem marr rd für beliebige

Werte von a ausrechnen kann.

Rechenregebr frir Potenzen.

@a)b : ra.b

(x'u)" = t" a"

Die Auflösung der Gleichung y : t" nach c ergibt

,:ar/" (y>o) .

Diese Funktion nennt man auch die ,,Umkehrfunktion" votr u : sa ,

Exponentialfunktion, Logarithmus

Bei einer Exponentia.lfunktion

2-l

'. 1
1).

'li =')

12:x
\v, 3: -ir: -.rr

t\4.15

Abb, M.14. Potenzfunktionen mit
negativen und mit gebrochenen Ex-
ponenten

Abb. M.15. Exponentialfurktion.
Cestrichelti Tangente am Punkt r :
o,a:t

(M.40)

steht die veränderliche Größe r im Exponenten; a kann irgendeine Zahl sein.
In der Physik deukt ma.n beim Stichwort ,,Exponentialfunktion" meist an
die Frrnktion

Y:et, e=2'7L8.

Wodurch diese Zahl e a.usgezeichnet ist, werden wir im Abschnitt M.3 sehen.
Zur Berechnung der Funktionswerte benutzt man eiuen Taschenrechner, In
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Tabelle M.2, Die Exponentialfunk- der Nfie von c - 0 verhält sich die Exponentialfunktion etwa wie I + r
tion (Abb. M.15):

y: e'ry I -r -r für 1". << I . (M.41)

0

1

3

10

30

1

2,718

20,08

2,20.704
1,07.1013

1

0,368

0,050

4,5 . 10-5

9,4. 10-14

Häufig benutzt man auch die Funktion e-o, die ebenfalls in Abb. M.15 gezeigt
ist. Für große positive (bzw. negative) Werte von r nimmt die Funktion
e' enorm große (bzw. kleine) Werte a"n, wie Tabelle M.2 zeigt. Da man
die Gleichung y : e' nicht durch die üblichen Rechenoperationen nach c
auflösen kann, definiert man als Umkehrfunktion von e' eine neue Funktion,

9: e" r:lng, (M.42)

die man den ,,natürlichen Logarithmus" nennt. (Sollte als ln auf Ihrem
Taschenrechner sein!) Es ist also für eine betiebige positive Zahl a

o: eln" : Itr("") . (M.43)

Man kann die allgemeine Exponentialfunktion y - q, sehr leicht als e-
Funktion schreiben:

ar (elno)r - er'ln a (M.44)

wobei von (M.43) und (M.37) Gebrauch gemacht wurde. Die Funktion I : lne
existiert nur für positive Werte von z (Abb. M.16). Es ist In 1 - 0; für r -+ 0
strebt ln c --+ -oo ulrd für r * oo strebt In c --' m, allerdings in beiden
Fdllen extrem langsam (Tabelle M.3).

Mit Hilfe von (M.36), (M.37) und (M,43) lassen sich folgende Rechenregeln
ableiten:

Abb, M.16. Die F\nktion g : ln,

Tabelle M.3. Natürlicher und de-
kadischer Logarithmus

lna log z

ln(o ö)-lno+lnb lnl-lna lnb
b

ln(ab):6'11o

hr1:-kro.
Q

Von diesen Eigenschaften der Logarithmus-F\nktion wird häufig Gebrauch
gemacht. Man sollte sich desha.lb diese Formeln merken.

(M.45)

(M.46)

(M.47)

1020

105

10

I
0,1

46,1

11,5

2,30

0,6931

0

20 Die Umkehrfunktion der allgemeinen Exponentialfunktion y: ar 1"on1

5 man den Logarithmus zur Basis a:

I
o,3o1o 9:a' r -Iog^y (M.48)

0 Beim d,ekadischen Logari,thmus (o - 10) kisst man die Angabe der Basis
1 meist fort:

logro z : logc

Auch auf dem Taschenrechner wird gewöhnlich der dekadische Logarithmus
mit der Taste ,,log" aufgerufen. Man rnuss aber mit den Bezeichnungen
der Logarithmen aufoassen: Mitunter werden in der physikalischen und
mathematischen Literatur die natürlichen Logarithmen mit log (statt mit
ln) bezeichnet. Die Rechenregeln (M.45) (M.47) gelten für alle Logarithmen,
nicht nur für den natürlichen. Damit ergibt sich die folgende Umrechnung:
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logz - Iog e.lnr - 0,4343lnr , (M.49)

denn mit (M.43) ist logz : log el"' = lnz .log e.
Von dem dekadischen Logarithmus macht man bei graphischen Darstel-

lungen Gebrauch, wenn F\nktionen mit großem Wertebereich gut ablesbar
gezeichnet werden sollen: Man trägt auf den Achsen statt r und y die Funk-
tionen log z und log g auf (Abb. M.17 a). Meistens wird, unter Beibehaltung
der logarithmischen Teilung, die Beschriftung der Achsen mit z und g vorge-
nommen (Abb. M.17 b und c). Interessant und nützlich: In logarithmischer
Auftragung ergibt die Funktion A : arn eirLe Gerade, an deren Steigung man
den Exponenten ablesen kann; der Achsenabschnitt liefert die Konstante a:

li : (rsn logy :16911 L, n1of, . (M.50)

Wenn nur eine Variable in der Darstellung einen großen Wertebereich überde-
cken soll, benutzt man eine einfachlogarithmische Darstellung (Abb. M.17d):
logy wird gegen z aufgetragen. Interessa.nt und nützlich: Nun ergibt die
Exponentialfunktion eine Gerade:

a : e"" IogY : 1st e'Ing :9,4343or. (M.51)

An der Steigung der Geraden kann man den Zahlenwert von a ablesen.

T!igonometrische F\rnktionen

Die Funktionen

y : sin:n ,,Sinus" a: tanfl : sinrf cost ,,Tangens"

A : cos r ,,Cosinus" A : cotr: cosz/sinz ,,Cotangens"

kennt mar zr.rnächst als Seitenverhältnisse im rechtwinkligen Dreieck (Ab-
schnitt M.1). In der Physik begegnen sie uns oft auch ohne Bezug auf ein
Dreieck, meist in ihrer Eigenschaft als periodische Funktionen. Ihr Taschen-
rechner sollte die F\nktionstasten sin, cos, tan haben. Eine Cotangenstaste
ist überflüssig; cotr,r: I/tanr. Die Variable r kann man in verschiedenen
Einheiten messen (und in den Taschenrechner eingeben):

1". Grad (rechter Winkel : 90') Dies ist in der Geometrie üblich; Rechner-
Bet ebsart meist mit ,,DEG" (von engl. degree: Grad) bezeichnet.

2. Radian (rechter Winkel : r/2 : 1,57. .. ) Taschenrechner: RAD. Dies
wird in der Physik bevorzugt, Definition siehe (M.1).

3. Unglücklicherweise treibt auf manchen Taschenrechnern noch eine dritte
Einheit ihr Unwesen: die sog. ,,Neugrad" (rechter Winkel: 100 Neugrad).
Rechner-Betriebsart meist als ,,GRA" bezeichnet. Diese Einheit wollen
wir vermeiden!

Die t gönömetrischen F\nktionen haben die Eigenschaft, periodische Fsnk-
tionen zu sein:

r) log g

3

2

2 3 4 56 810

Abb. M.17. Logaxithmisch€ Dar-
stellung von F\nktionen. Man ver-

eleiche (b) mit Abb. M.12 und (c)
mit Abb. M.15. Die Auftragung in
(a) und (b) nennt man auch doppelt-
logalithmisch, die in (c) auch ein-
fach- oder halb-logaxithmisch

sin(zf 2nn): si11s, cos(z+2nrr): cosr (M.52)
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v/obei n eine beliebige ganze Zahl ist. Der Verlauf der Funktionen ist in Abb.
M.18 daxgestellt. Die Funktionen sin u und cos s oszillieren mit der Periode
360' : 2r'rad zwischen *l und -1 hin und her. Es ist nützlich, sich diese
Kurven zu merken, insbesondere:

sin(0') = 0 sin(90")-sinf:+1
(M.53)

cos(0') - t1 cos(96.t _ 
"o"1 

-0.
2

Dann ergeben sich die folgenden Beziehungen praktisch von selbst:

/ lf\ / 7l\
sin(-r) - -sinr sin (r ij: -"o"t sin (-r - ;,) - -cos.r

cos(-r) - 4qs57 
"o" 

Ir t o\ / 1t\
, ,):-sin-r cos (r -,/:-rsinr.

(M.54)
Die Potenzen der trigonometrischen Funktionen schreibt man meistens

(sin z)" : 5in" " , 
(cos r)- : 665- xe , u.s,w.

Sehr oft braucht man folgende Formeln:

(sinr)2 * (cosz)2 = I (M.55)

sin(z a g) - sinecosg t cosesing (M 56)

cos(z * g) : cos 'r cos g T sin r sin g (M 57)

Mit diesen Relationen kann man folgende Formeln ableiten, die oft nützlich
sind:

sin2z:2sinzcosc, cos2r: cos2n sin2z, (M.58)

t_ rt
l"o tl = (M.5e)

1"i'.,"1 :;t"''1 71ÄTIäti, lcoszl -rl/r+tu'l', (r,l.oo)Abb. M.18. Die trigonometrischen
F\rnktionen

cosu - cos y +2 
"o. f "o. 

lrf .

cosu - cosgr - -rrin'lru "in' ,!

sinrtsins = +z"in#"o"7
Die Um.hehrfunktionen sind:

(M.61)

(M.62)

(M.63)

g : slnr --+ u: alcsln g

g: cosr :x: alccos g

y : tanr r: atctar]A

a: cot:x r: atccota

,,Arcus Sinus"

,,Arcus Cosinus"

,,Arcus Tangens"

,,Arcus Cotangens"
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Auf dem Taschenrechner sind diese Funktionen meist mit sin-l, cos-l usw.
bezeichnet. Das ist etwas missverständlich, denn eigentlich ist sin-l.r :
(sinz)-1 : 17 s1n r.

Näherungsformeln für kleine Größen

Für kleine'Werte von z (d.h. lul << 1) kann man für viele Funktionen
Näherungsformeln verwenden (Tabelle M.4). Bei den Formeln für sinz, cose,
tan r muss z in r?odian eingesetzt werden. Überzeugen Sie sich selbst mit dem
Taschenrechner, dass die Näherungen bereits für r:0,1 recht gut stimmen,
einige stimmen sogar noch bei r : 0,3 besser als auf 1%! Für die Physik
sind diese Formeln wichtig, weil sie gestatten, komplizierte Funktionen durch
lineare Ausdrücke zu ersetzen, was oft eine entscheidende Vereinfachung
darstellt.

Reihenentwicklung von F\rnktionen

Man kann viele Funktionen durch eine unendliche Potenzreihe darstellen, d. h.
durch eirre sich bis ins Unendliche erstreckeude Summe von Potenzfunktionen,
die nach einem bestimmten Bildungsgesetz zu berechnen sind. In manchen
Fällen kann man das leicht einsehen, z. B. bei der Funktion /(a) :71$ - r).
Wir betrachten zunächst die etdliche geometrische Reihe

1 -n+lS,-l r I :x2 + .t3 - x4 - . ' -- r' - ' ; ' :

Dass das richtig ist, erkennt man, wenn man die Reihen,9," und r,9," unter-
einander schreibt und dann die Difierenz bildet. Man erhält

Sn - tS": $"(1 r) :1- ,n+r
1 -n+lg 

-'-' l-r

Wenn ]rl ( 1 ist und n sehr groß wird, wird schließlich rc'*l sehr klein und
die Summe S,, kommt der Fruktion 1/(1 r) beliebig nahe. Man schreibt
das in folgender Form:

\--'- r L-L-2L-3L...z,-
i:o

für lr] < 1 und sagt: Die geometrische Peeihe konuergiert ftir n -' m gegen

llQ - r). Für lrl << I konvergiert sie sehr rasch, für zl e 1 sehr langsam,
aber sie konvergiert. Das kann man mit einem Taschenrechner ausprobieren.

Weitere Beispiele für konvergierende unendliche Reihen sind:

Tabelle M.4. Näierungsformeln
flir lol << 1

sln 1,

cos 1,

tan r

(1 + c)"
1

1+t
1

1-t
1

vlEi
t/TEi x

o
^21i
2

1+r
'1,-r
1.!na
l-x

1+lt
Tr+,
T1+-
2

1

l-r

(M.64)

(M.65)

(M.66)

(M.67)

(M.68)

Va rr:r:-l-r...- -'zr it - 1! 2! 3!

a3 15 17- lrt-t! *5l -Z' :srnr
12 x4 161 
-- 

...:COs,t- 2t'4\ 6! '
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Der mathematische Ausdruck rz! (gesprochen: n Fakultät) ist folgendermaßen
def.niert:

nl - 7.2.3'4'..(n - t)'n, 0l - 1

Die Reihen (M.66), (M.67) und (M.68) konvergieren im Gegensatz zu (M.65)

für alle r gegen die angegebenen Funktionen. Man erkennt, dass die Nähe-
rungsformeln in Tabelle M.4 jeweils die Anfangsterme einer Reihenentwick-
Iung sind. Man kann also die Näherung verbessern, indem ma,rr weitere Terme
hinzu nimmt.

Die Darstellung von Funktionen durch Potenzreihen ist nur ein spezieller
Fall. Man kann mit Vorteil auch Reihen von anderen Funktionstypen betrach-
ten, z. B. von Sinus- und Cosinusfunktionen . Diese Fouri,er-Reii.en spielen in
der Physik eine große Rolle. Sie werden in Abschnitt II/19.3 eingeführt.

M.3 Differentialrechnung

Erste Ableitung, Differentialkoeffizient

Die Ableitung einer Funktion y : /(r) wird gewöhnlich als Grenzwert

Abb. M,19. Zur
F\rnktion g : /(r)

rim r'l(rt) -,f(r)) : r,t",rr-r \ rr r l

dv d/ d,".
c : I lx) ou o'x or

Ableitung der

(M.6e)

eingeführt (Abb. M.19). Vor der Klammer steht die Abkürzung von ,,Limes o1
gegen 2", das bedeutet ,,Grenzwert des in der Klammer stehenden Ausdrucks
für den Fall, dass z1 gegen r strebt". Die Ableitung ist ein Maß für die
Steigung der Kurve y: /(r), genauer gesagt gilt

f'@) : tan a 
'

wobei a der Winkel zwischen der Richtung der in Abb, M.19 eingezeichne-
ten Ta.ngente und der r-Achse ist. (M.69) lässt sich auch folgendermaßen
arrsdrücken:

(M.70)

wobei dy/dc (gelesen d y nach d x) als ,,Differentialquotient" bezeichnet wird.
dy und dz nennt man die ,,Differentiale" der Variablen g und z. ,,Ableitung"
und ,,Differentialquotient" sind also dasselbe. Folgende Schreibweisen sind
für die Ableitung der Funktion y = /(r) üblich:

(M.71)

(M.72)
Der Ausdruck

dy : J'@) dr

wird das Differenüial der Funktion y : /(z) genannt. Dieser Begriff sowie
die Schreibweise dg/dz erweisen sich fur die Anwendung in der Physik als

besonders zweckmäßig. Das Differential gibt die Anderung der Funktion in
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Iinearer Näherung a.n. Man rechaet mit Differentialen wie mit endlichen
Größen.

Die Ableitungen einiger Funktionen sind in Tabelle M.5 angeführt. Man
erkennt, dass die Exponentialfunktion y : e' da.durch ausgezeichnet ist, dass

sie beim Difierenzieren unverändert bleibt!

BeisPiele: A: 12

da

dr

U: \/x: r.t-
dy11
dz 2 t/r

Recheuregeln. Beim Differenzieren siud folgende Rechenregeln zu beachten:

Konstante: ll-c - Y':0 (M.73)

(M.74)a' : af' (n)

a':6x

Tabetle M.5. Funktionen /(o) und
ihre Ableitungen /i (,r)

f(,) f'(,)

Summe: y: f (n)+ O@)

Beispiel: y: crs3 a br2 +&ld.

Produkt: g: f(r) s(r)

Be'ispiel: 9:(1 +e)er

Quotient: a: J@)lS@)

sin:z
Bei,spiel: y:tanz: 

m.sz

1"
ds2
dr 13

1 ,,"
vr

du 7 "," 1

dr 2 2t/ 13

y' : ft(x) + st(r) (M.75)

u' : 3ar2 *2br r c

a' : f's + fs' (M 76)

a':r' e' +(1 +r)e': (2!r)et

Konstanter Faktor:

Beispiel:

Kettenregel: y: Jk@))
Beispiele: A : e-ar

lnr
sin rt

cos c
tan ,
cot, x

arcsin z
arclaIl at

a'lta
1/t
cos ä

-sin0
i-lf cosz t
-I/srn'r
11./T -7
tlQ+a2)

a: af (r)

1) - 3r2

tt - t.,tt J I Jg

, cos'J + sin'JU:---'-'--_ cosz tr

(M.77)

1

(M.78)

mit /(e)

mit /(e)

cos2 r

df ds
ds d,
: es , g(r) = -ar
.s . 1_a) : _ae-",

: gr/2, g(r) - o2 + 12
1 .,- r

--rtz.rany --- /*-z va- +r-

dr
dy

a2 +12

Umkehrfunktion:
ds /dr

(M.7e)



Abb. M.20. Eine stetige F\nktion
mit unstetiger Ableitung bei o : ,'o
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Beispiele: g:an3 lbr*c
!)' :3ar2 +b
a" = 6at

U : Lar-r Umkehrfunktion: t: arctang

1 ' dr d(arctan Y) t

"-- 
-1'tan-r ao-- ay 

:1_Oz.

Stetigkeit. In der Difierentialrechnung spielt die Stetiskeit von Funktionen

"in" itoß" Rolle Die Mathematiker definieren diesen Begrifi mit großer

Sorgät. füt uns genügt die einfache Definition: Eine Funktion g: /(o) ist

stetig, wenn man in der graphischen Darstellung dieser Funktion auf der Kurve

oh.ni abzusetzen mit dem Bleistift entlang fahren kann Weun das gleiche

auch für die Ableitung /'(r) gilt, ist die Funktion ,,stetig differenzierbar " '

Abbildung M.20 zeigt eine Funktion A -- I@), die an der Stelle r: 'o stetigr

aber nichi stetig differenzierbar ist. Im Folgenden wird Stetigkeit und stetige

Difierenzierbarkeit der Funktionen vorausgesetzt'

Die zweite Ableitung

Die zweite Ableitung einer Frmktion wird gebildet, indem man die erste

Ableitung difierenziert:

a-l@)
t. Ableitune u' - f't,\: j{ = $tf,",f
2. Ableituns v" : f"(,)= l] : $tl',Lrrt (M 80)

Der Ausdruck d2y/d'r2 wird, gelesen: d zwei y nach d x Quadrat'

Beispiel:

da:
dr

a' : ?a) e-"'

a":( o).(-o.)e-"' : o'2.-a:'

Da g/ : tan a die Steigung der Kurve y - /(z) angibi, zeigt y" a'n, wie rasch

"ictidie 
St"igrlng ändert, d h. wie stark sich die Kurve krümmt'

Ilöhere Ableitungen. Nach dem Muster von (M 80) kann man auch höhere

atrLi r'ng"r. b"rJchrr"o Allgemein erhält man die n-te Ableitunt 1t')(r)'
indem man die (n - i)-te differenziert:

/(')(r) = 
d"l: I(ft"-Dl")) (M.81)

BeiunserenBeispielenzu(M80)wirdimersterenFalleyttt:fu'f\a)(a)-0:
im zweiten Fall erhält man /t')(a) : (-a)n e-aa '

Einige Anwendungen

Approximative Darstellung einer F'unktion, Täylor-Entwicklung' X"tit Hilfe

aäi"..t"r, Ableitung kuotl mun die Werte einer l\nktion in der Umgebung

der Stelle ro näherungs{'€ise berechnen:



M,3Differentialrechnung 19

f(r) x f (rs) +/'(ro)As, L,r:r-ro. (M.82)

Geometrisch bedeutet das, dass man die Kurve y : f (r) in der Umgebung
von c0 durch ihre Tangente ersetzt. Die Approximation wird verbessert, wenn
man noch die zweite Ableitung der Funktion berücksichtigt:

(M.83)

Bei,spiel, : .f (z) : sin s ,

"f(zo) :t, 7'@o):.""|:0, "f"(ro) 
:-'lnf :-r

/(r) = /(re) + /'(rs)Ar + /"(*r)ry

- t- t\2tf - l.{ t/
tolgerung: tter J c; lst srnr ry I- 

-

'22
Man kann auch noch höhere Ableitungen heranziehen und kommt da.nn zu
einer Darstellung der Funktion durch eine unendliche Reihe, d.er Taglor-Reihe:

Ar . (Ar)2 . (Ar)3
flx) - flxo) I /'{ro)} + I" (xo):=:-- - l"'lro1'=:: l (M 84)

Man erkennt, dass die Reihen (M.65) bis (M.68) Taylor-Reihen mit 16 = Q

sind. Wir werden uns gewöhnlich mit (M.82) oder (M.83) begnügen.

Maxima, Minima und Wendepud<te, Hat eine Funktion an der Stelle as ein
Maximum oder ein Minimum der in Abb. M.21 gezeigten Form, kann man
dessen Lage berechnen, indem man die erste Ableitung berechnet und die
Gleichung f'(r) - 0 nach z auflöst, denn an der Stelle des Extremalwertes
hat die Kurve u : l@) eine horizontale Tangente, es ist y/ : tana : 0.
Eili Madmum an der Stelle r0 liegt vor, wem /(uo) grö$er ist als die
benachbarten Funktionswede, wenn also nach (M.83)

ist, ejn Minimum, wenn diese Größe positiv ist. Wir erhalten die Bedingungen

Ein Wendepunkt von der in M.22 gezeigten Form liegt vor, wenn f'(ro) + 0

und /"(zq) :0 ist. Außerdem muss /"(e6) an der Stelle no das Vorzeichen
wechseln. Ist /'(zo) und /"(so) : 0, so könnte die Kurve bei ze ein Maximum,
ein Minimum oder auch einen Wendepunkt haben. In diesem Fall untersucht
man die Vorzeichen von /'(z) und /'/(c) für z < rs und r: > :r0, um
herauszufinden, welcher Fall vorliegt. Bei.spiele: Mar untersuche das Verhalten
der Funktionen A - f, A: n3 und 9 = 14 an der Stelle r:0.
Unbestiumte Formen. Man stößt in der Physik zuweilen auf einen Ausdruck
der Form f(r): g(z) lh(r), bei dem g(z) urrd h(r) an der gleichen Stelle
z:aNullwerden:

ro:2

t:D :Ij

Abb. M.21. Die Kuwe hat ein Ma-
ximum bei oo und Minimum bei rr

Maximum: f'@ü -- 0 ,

Minimum: l'@o) =0,
.f"(zo) < o

f"(ro)>o.
(M.85)

Abb. M.22, Eine Kurve mit Wen-
depunkt bei ro
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e(o) -0. /r(a) -0 : Il") =,49. - ?
hla)

Das nennt man (nicht sehr treffend) eine ,,unbestimmte Form" und berechnet

/(o) als Grenzwert des Quotienten g(r) lh(r) für r -- a. Dazu entwickelt
man Zfüler und Nenner an der Stelle u : cr nach Taylor und lässt Az --+ 0

streben. Mit (M.82) erhält man die so genannte d,'HospitaL'sclt e Regel

I@)_tim#:ffi
Ein Beispiel (siehe auch Abb. M.23):

sln it

(M.86)

(M.87)

stn _x

lr r{o): }'16ff = r

Abb. M.23. Die F\nktion g
sin n fx

- Sind 9/(a) : h'(a):0 muss man zu (M.83) übergehen und das Verfahren
(M.86) nochmals anwenden.
Nach dem gleichen Rezept kann man ,,unbestimmte Formen" vom Typ
(oo - oo) berechnen, nachdem man den Ausdruck etwas umgeformt hat. Ein
Beispiel:

/(/):-1--1. 7101 -rSINI' T

Es ist aber l@) : (r - sin r)/z sin z und wir erha.lten mit (M.86)

1 - cosrc
/(0) : lim- sinr+rcosff 2 cos:r - z sin rIim :0.

Nullstellen. In der Physik macht es häufig einen großen Unterschied, ob eine
Funktion eine Nullstelle hat wie die linea.re Funktion, oder ob sie auch in der
Nähe der Nullstelle bereits sehr kleine Werte annimmt, wie z. B. die Funktior
a : 14 (Abb. M.24). Man charakterisiert eine Nullstelle durch ihre Ordnung:

Klassifizierung

Die Funktion J@) hat bei n - a eine Nullstelle n-ter
Ordnung, wenn clort zugleich mit f (a) alle Ableitungen
bis zur (n-I)-ten Null sind, die n-te A eitung aber nicht
Null is1.Lbb. M.24. Zv

von Nullstellen
Die Funktion I - sin r hat also bei z - 0 eine Nullstelle erster Ordnung, die
Funktion 9 : za eine Nullstelle 4-ter Ordnung. Je nach der Ordnung der
Nullstelle kann man sich erlauben, die Funktionswerte in einer größeren oder
kleineren Umgebung der Nullstelle durch Null zu approximieren.

M.4 Integralrechnung

Definition des Integrals und einige Rechenregeln

Zum Integral kommt man, wenn man die Fläche unter einer Kurve g - /(z)
berechnen will. Diese Fläche ist näherungsweise gleich der Summe der in Abb.
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M.25 a dargestellten Rechteckflächen, deren jede die Größe 6p : f(r1)Lx
hat. Ist F(r) die Fläche im Bereich von r:0 bis r, dann ist F'(b) - .P(o)
die Fläche, die auf das Intervall o 5 z S ö entfällt (Abb. M.25 b). Je feiner
die Unterteilung dieses Intervalls gewählt wird, desto besser ist die Näherung
durch die Rechtecksumme. Mit Ar: : (ä - a)/n wird im Grenzfall n -+ co die
Summe genau gleich der Fläche .F.(ö) - 'F'(a). Man schreibt dies in folgender
Form:

"l
rim t/(x,)Ar - | 76a, - F(b) - F\o) .

n -@ :--: .J

(M.88) 
b)

Der Grenzwert der Summe wird d.as bestirnmte Integral über die Funktion
/(z) genannt, a und ä nennt man die Integrationsgrenzen.

Wir macheu uns klar, dass J@t)Lr, die in Abb. M.25b grau unterlegte
Fläche, beim Grenzübergang n + oo in das Flächenelemeni dF: /(r)dr
übergeht (Abb. M.25c). Es ist also

J@) : F'(,).

Zur Berechnung des Integrals (M.88) muss man eine Funktion .F(r) suchen,
die difierenziert /(r) ergibi. Dabei ist F(z) wegen (M.73) nur bis auf eine
additive Konstante festgelegt. Eine ,, Stammfunktion" zu finden, ist für viele
Funktionen kein Problem. Mit Tabelle M.5 erhält man Tabelle M.6. In ma-
thematischen Formelsammlungen fi.ndet man noch weitere Stammfunktionen,
aber mit Tabelle !1.6 kornmen wir schon weitgehend aus. Wie man bei etwas
komplizierteren Funktionen /(r) zu Werke geht, zeigt folgendes Beispiel:

/(r) - c1r3 i rz+crsin(cq.r+cq) (cI...c5: Konstanten)

f t^
I f(t)dr : q lr'dr.t .J

\_v-l
l1

Die Zerlegung in die einzelnen Summanden und das Herausziehen der Kon-
stanten c1...ca aus dem lrtegral ist zulässig wegen Regel (M.74) und (M.75).
I t urrd Iz können unmittelbar berechnet werden:

Die hier eingeführte Schreibweise mit dem senkrechten Strich hinter der
Stammfunktion ist bei der Berechnung bestimmter Integrale recht praktisch
und allgemein üblich. Um 13 zu integrieren setzen wir

c4't+c5-u'

d. h. wir führen eine neue Variable ein, so dass wir eine Fruktiou erhalten,
die in Tabelle M.6 steht. Mit dieser Substitution erhält man

dF
dz

n tb lb_ I l o' a' . Irr-.._l-- tr:.tt-b-A.' 4t 4 4 - 
|ta tu

b

f ca / sin(car * c5) dr
.t

\_--.-\,--...-./

b

+ ""1a,
s."._,

h

Abb. M.25. Zur Definition des ln-
tegrals (M.88)

Tabelle M.6. Fhnktionen /(r)
und ihre Stammfunktionen F(r)

f (a) F(,)

a" (a I -1)
7lx (0 < r < cx)

1/o (-ooco<0)

sin l'
cosf
tallr
cot J

rl\/T--F
110 + f)

1 o+r
a+1
Inz
ln(-r)

lo o.

-cosr
+ siD ir

- ln cos r
+lnsinl,
arcsin j'
arctan ,]
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sin(car+cs) =sinu. ,:'-"" Or-4c4 c4

Für u : a wird. u : ctb ! cs, für z : b wird u : q,b I cs. Damit erhaiten wir
für f3:

b

/sin{crr+cs)d"r : I sinudu--j[.ort"ol+".)-cos{c4a+15)] .

d .ad+cs

und wir erhalten die Lösung

bt-
| (c1rJ + c2 * ca sin(car + c5)) dr :

.J

'Jrho oa\ p 
"o(b o\ ca I )l .

4 ' t Lcos(caD 
+ /"51 cos('44 l c5 'l

Auf ähnliche Weise kann man viele, aber nicht alle Integrale berechnen.
Weitere Ilicks findet man in Mathematik-Büchern. Manche Integrale kann
man nur numerisch lösen, da die entsprechende Starnmfunktion im Vorrat
der bekannten Funktionen nicht vorkommt. Dafür gibt es eine Reihe von
Methoden, z.B. kann man mit kleinem Ar die Summe in (M.88) berechnen.

Unbestimmte Integrale

Das bestimmte Integral ist eine Funktion der Integrationsgrenzen, wie (M.88)
und unser Beispiel zeigten. Auf die Bezeichnung der Variablen im Integranden
kommt es dabei nicht an:

(M.8e)

Nehmen wir a.n, dass die untere Grenze fest, die obere aber variabel ist
(a : const, b : z), erhält man:

Hierfür schreibt man häufig ein sogenanntes unbestirnmtes Integral:

fI: I f \r)dx: F(r) +C, (M.eO)
.t

-P(r) ist eine Stammfunktion von /(e). C wird die Inte4rationskonstante
genannt. Sie darf auf keinen Fall weggelassen werden.

bbrtI: lf?)dt: I l?)d.u: F(ö) - F(o)
JJ

I= | f lu)du: F(z) - F(a) .
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M.5 Diflerential- und Integralrechnung bei mehreren
Variablen

In der Physik hat man es ir der Regel mit Funktionen von mehreren Variablen
zu tun, z.B. mit Größen, die von den drei Ra.umkoordinaten und der Zeit
abhängen. Wie in diesem Falle die Difierentialrechnung durchgeführt wird,
kann man am übersichtlichsten am Beispiel einer Funktion von zwei Va.riablen

r und g erläutern.

Partielle Differentiation

Um herauszufinden, wie sich die F\nktion /(r, g) veräindert, welln ma.rr z
und .ry um kleine Beträge mriieft, berechnet man dle partiellen Ableitungenr:

(M.e1)

Gelesen wird ,,d f partiell nach d x" bzw. ,,d f partiell nach d y". Im ersten

Fall wird f(x,y) nach z difierenziert, wobei man y als konstant betrachtet,
im zweiten Fall nach g bei konstantem z. Ein Beispiel:

!(r.y)-,.3 t ry !--u',r. uut- -r.dr"og

Werden beide Variable variiert, und zvrar r um dr und y um dy, ändert sich

der Funktionswert /(r, g) urn

at :ffa, +a,/,au . (M.e2)

d/ wird das uollstd,ndige Differential der Funktion /(r,g) genannt (M.92)

ist das Analogon zu (M.72).
Nach dem Schema (M.80) kann man auch höhere partielle Ableitungen

bilden:

oI:d,,,,u| { *rr*.r)lAr- d,rt t' e/1,=consr ' 0u sa

a2f
o:x.

a2f
ou'

*(H) ffi:*(H)
e(H) #:e(H)

(M.e3)

In unserem Beispiel erhält man:

a2J ^ a2I A2.f ^ A',!# u, . ffi:]. aP:u. aril- ,

lTi-uori"htun hier, wie schon bei der Diskussion der Diferentiation von /(r),
auf die Erörterung der mathematischen Voraussetzungen, die die F\nktion /(o,9)
erfüllen muss, damit man die partielleo Ableitungen berechnen kann.
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Dass bei den ,,gemischten" Ableitungen beide Male dasselbe herauskommt,
ist kein Zufall: Generell gilt

a2l _ a2l
ör}y ög0r'

die Reihenfolge der Ableitungen ist vertauschbax, jedenfalls bei den gutartigen
Funktionen, die wir hier betrachten.2

Diese Vorschriften zur Bildung der pa.rtiellen Ableitungen lassen sich mü-
helos auf Funktionen von beliebig vielen Variablen übertragen: AIIe Variablen,
bis auf eine, werden jeweils beim Differenzieren konstant gehalten. Für (M.94)
erhält man bei n Variablen 11, 12, 13, ,,, rn

0r;0xp 0ryöxi

Anstelle von (M.92) erhält man:

(M.es)

(M.e4)

Arfa2f

(M.e6)

Geometrische Deutung: Im zweidimensionalen Fall kann man die Funktion
z : f (r,A) senkrecht über der (c, g)-Ebene auftragen (Abb. M,26). Am Punkt
(co,yo) ist die Tangentialebene eingezeichnet. Die partiellen Ableitrngen,
berechnet für r - zo und g : go, geben die Neigrmg der Tangenten der
eingezeichneten Kurven an diesem Punkt wieder. In der Umgebung dieses

Punktes (re,ys) kann man die Fläche /(r,9) näherungsweise durch die
Tangentialebene ersetzen:

f @,u) * l@o,so) + (M.e7)

Der Index 0 an den Klammern bedeutet, dass man die Äbleitungen berechnet

und dann in den Ableitungen r: ro, u : go selzt. Es ist Ac - ,t - n0 und
La:y-ao'

(M.97) ist das genaue Analogon von (M.82). Bei mehr als zwei Variablen
gilt eine entsprechende Formel; allerdings muss man sein Abstraktionsver-
mögen bemühen, wenn man sich z. B. bei 4 Va.riablen eine vierdimensionale
Tangentialebene im fünfdimensiona.len Raum vorstellen will.

Integration von F\rnktionen mit mehreren Variablen

Bei einem Integral, dessen Integrand eine Funktion mehrerer Veränderlicher
enthält, muss man zunächst sein Augenmerk auf die Differentiale richten, die

verralen, worüber integriert werden soll. Einige Beispiele:

lSlGii"lt"n Ableitungen werden manchmal auch durch Indices gekennzeichnet:

af /aa : !", A! /Ay: !,, a2l/Ar2: f,",af/asau: Är u.s.w.

aJ af aIdJ:-O11 +-Ox2+.. + : o:rn" iJtt ' drz - iJ.r n

(*t),^'. (#h'
Abb, M.26. Die F\nktion l(z,g)
als Fläche über der (o,g)-Ebene
und die Tangentialebene im Punkt
(co, Uo\
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(M.e8)

Man schreibt ebenso viele Integra.lzeichen wie Differentiale.
In fr wird nur über z integriert. Sind die Integrationsgrenzen (a < z < ö),

erhält man eine Funktion von y:

11 : i /(r, s) dc : F(y) .

Das Integral ist also nichts anderes als ein gewöhnliches Integral, nur dass
hier noch eine Variable g als Parameter auftritt.

Beispiel: l@,A) - r2A3 , a:0 , b:2
2t2
I ^^ r I Rt,= | 12 y3dr: i ,ty3 | - i yt - r(c)J ö lo '0

Es kommt öfters vor, dass in (M.99) nach der Integration die Funktion .F(y)
difierenziert werden muss, Dann kann man Integratiol und Difierentiation
vertauschen:

{P-ä |Iv,uta' Iu'e'ao' (M.100)

Diese Vertauschba.rkeit ist jedenfalls immer möglich, wenn /(2, g) md 0J l0g
im Integrationsbereich stetig sind.

Bei den übrigen Integralen in (M.98) muss iJbet r und g integriert werden,
denn auch d,4 bedeutet hier ein Flächenelement in der (2, y)-Ebene. Der
Unterschied zwischen 12 und 13 besteht darin, dass 13 noch die Variable z

enthält, über die nicht integriert wird. 13 ist a.lso eine Funktion von z.

Bei der Integration von f2 - 14 muss man fragen, über welchen Bereich
in der (r, y)-Ebene die Integration zu erstrecken ist. Im einfachsten Fall ist
das ein Rechteck (Abb. M.27a):

a3s 3b, o<y<8.
Man kann zuerst über g, dann über r integrieren: Dann betrachtet man
zunächst z als konstant und berechnet

u=13
I

I JG.a)du = F(r) ,J "'
V=o

sodann berechnet man das Integral

(M.ee)

4: I vp,s1at, Iz
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Abb. M,27. Integrationsberciche
in der (o,s)-Ebene. a) für (M.101),
b) für (M.102)

Abb. M.28, Zur lntegration beim
Beispiel zu (M.i02)
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,;b

/ r1r1 or .

J

Zusammengefasst 
""hr"ib, 

*r;;;"
b B b,p
f I rt t \

h: I l/(r.y)d;rdy - | | | tO.Aaa1a,. (M10r)
J J J \r' I

Beispiel: f(r.y): r2y3, a 0.b:2; o=1.p 3

a=P 3

I re,alau : l,'n' o, -- l,tr - t) :2or = F@),
g:a 1

r=b
I rtrtar:zo Ir'a., -2! z, r,- 160.

.l .1 3 -3
0

Die Integrationen können aber ebensogut in umgekehrter Reihenfolge aus-
geführt werden, indem man erst über r, dann über y integriert. In unserem
Beispiel heißt das

p,b r 3

n- [([rc.a1a,)as i If o':: ? #l\l / ,

Wenn der lntegrationsbereich durch eine geschlossene Kurve gegeben ist (Abb.
M.27b), wird im Prinzip ähnlich verfahren, nur vrird die Integration über y
zwischen den von u abhängigen Grenzen g = a(r) und y: B(z) ausgeführtr

,"= 
i('li',r,,urau)a,

(M.102)

+-\ t 7_!, \
Beispiet (bitte nachrechnen!), tr: J( / ,'- a+z)ay)dr

I \0

l-t2 ,I r't / v',o,,\l - 
-9 , "-"' "r-'4I lr-a-2\da- \q-;*'s11 -;'r-J .r 2.J \ . 

'lo0

+"r .- ,, lS 12 13 14 ,r\l', J2I.: I (!., r- 12 -rr- L'lar:lyr+ 1 L-r-Llt :-'"-1.\z " 2)"" \2'' 2 r 4 Io/l L 15'
-1
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Diese Integration kann man auch als die scheibchenweise Berechnung des
Volumen des in Abb. M.28 dargestellten Körpers aufrassen, eines schief
abgeschnittenen Zylinders mit parabolischer Grundfläche.

Wir betrachten nun /a. Das Flächenelement dÄ kann zunächst durch ds
und dg dargestellt werden:

d,A = üda . (M.103)

Es bestehen jedoch auch a.ndere Möglichkeiten, den Integratiorubereich in
Flächenelemente aufzuteilen. Häufig ist das Integrationsgebiet in der (r,g)-
Ebene ein Kreis vom Radius R und die F\:nktion /(z,y) htingt nur vom
Abstand r vom Kreismittelpunkt ab: /(r,g) : g(r). Daun ist es zweckmäßig,
als Flächenelement einen Kreisring der Breite dr zu wählen (Abb. M.29):

d.A - 2m dr (M.104)

Man erhti.lt dann 
R

In : zn I sV), ar. (M.105)
t,

Die Integratiou in der (2, gfEbene ist schon im ersten Schritt auf ein ge-
wöhnliches Integral zurückgefü hrt.

Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Integrationsvariablen bereitet
kein Problem. Zum Beispiel berechnet man die Masse M eines inhomogenen
Körpers, dessen Dichte p von z, g und z abhängig ist, durch ein integral über
das Volumen V des Körpers:

(M.106)

Die Vorschrift ist klar: Man multipüziere die Dichte p än jedem Ort (r,9, z)
mit dem Volumenelement dV : drdUdz (Abb. M.30a), uld summiere
diese Produkte über das gesamte Volumen des Körpers. Um das geschickt
durchzuführen, kann man z. B. zunächst mit (M.102) die Masse der Scheibe
zwischen z und z I dz berechnen (Abb. M.30 b). Man erhält eine F\rnktion
F(z) dz, die dann über z integriert wird.

Abb, M.29. Das Flärchenelement
(M.104)

u - l,oav: lll oe,a,aa,aaa".

Abb, M,30. Zur Berechnung des Volumenintegrals in (M.106)
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Es kommt nicht darauf an, dass man komplizierte Integrationen vom Typ
(M.102) und (M.106) tats?ichlich ausführen kann, man muss aber genau ver-
stehen, was eine solche Formel bedeutet. In diesem Buch kommt gelegentlich
die Berechnung von Flächen- und Volumenintegralen vot, sie sind aber meist
mit der Technik von (M.104) und (M.105) zu lösen.

Bei dreidimensionalen Problemen ist es sehr oft zweckmäßig, statt der
ka"rtesischen Koordinaten (2, g, a) Kugelkoordinaten (r, rp, 19) zu vetwenden.
Wie Abb. M.31 zeigt, ist dann das Volumenelement

dV: dr(r sin r9 d,p)(r dr9) : 12sinrldrdpdrl (M.107)

Das Flächenelement d,4 in Abb. M.31 erscheint, vom Zentrum der Kugel aus
gesehen, unter dem Raumwinkel

dA- = sin d drp dd . (M.108)

Auch diese Formel wird oft gebraucht, z. B. wenn die von einem Punkt ausge-
hende Strahlung innerhalb eines gewissen Raumwinkels berechnet werden
soll.

M.6 Vektorrechnung

Vektoren

Wir betrachten hier Vektoren im dreid,i.mensi,onalen. Raum. Sie bezeichnen
physikalische Größen, die einen Betrag und eine bestimmte Richtung haben,
wie z. B. die Geschwindigkeit. Die geometrische Da.rstellung ist ein räumlich
gerichteter Pfeil, dessen Länge proportional zum Betrag der physikalischen
Größe ist. Vektoren werden im gedrucktem Text durch Fettbuchstaben (a)
gekennzeichnet, handschrifilich durch einen Pfeil (7). Die Vektoren a und

-a zeigen in entgegengesetzte Richtungen (Abb. M.32).
Man kann einen Vektor im Raum beliebig parallel verschieben, ohne dass

sich der Vektor ändert (zwei Autos, die parallel nebeneinander herfahren,
haben dieselbe Geschwindigkeit). Die Vektoren a und a'in Abb. M.32 sind
daher gleich. Nicht gerichtete physikalische Größen, wie z. B. die Temperatur,
sind. Slealare, d. h. ihr Wert wird mit gewöhalichen Zahlen angegeben, die
man auch auf einer Skala abtragen kann. Der Betrag eines Vektors a ist eine

skalare Größe, die die Länge des Pfeils a.ngibt. Man bezeichnet ihn mit ]al
oder a:

Betrag des Vektors o : lal: s . (M.1oe)

Einheitsuektoren geben nur eine Richtung an. Sie haben den Betrag 1 und
werden in diesem Buch durch ein Dach ^ gekennzeichnet,

Einheitsvektor in Richtung von a: ä:

Ist ein ka.rtesisches Koordinatensystem (2, y, z) festgelegt, kann man den

Vektor a durch seine Koord,inaten o', o, und o. darstellen (Abb. M.33):

dA
7

Abb. M.31. Volumenelement und
Raumwinkelelement in Kugelkoordi-
naten, zu (M.107) und (M.108)

Abb. M.32, Zur Definition der Vek-
torcn a und -a. Zu beachten: Es
lsL o,' : a

"_

Abb, M.33. Die Koordinaten
(Komponenten) des Vektors o

, .t a'= a

,"
.t

-:,'
"t -o a/

t"
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M,6 Vektorrechnung

a: (a,,ay,a"), l"l : (M.1io)

Mitunter bezeichnet man galrz allgemein einen Satz von Zahlen als Vek-
tor, z.B. die Lösungen rr, r2t... , r," irgendeines Gleichungssystems mit
n Unbekannten. Solche Vektoren sind hier n'icht gemeint. In der Physik
müssen die Zahlen in (M.110) einen Bezug auf ein Koordinatensystem haben.
Weiterhin rnüssen sich die Koordinaten eines Vektors bei einer Drehung
des Koordinatensystems transformieren wie die Difierenzen der Koordinaten
zweier Punkte im Raum. Wie das geschieht, wird in Abschnitt ?? (Wechsel

des Koordinatensystems) behandelt. Der große Vorteil der Einführung von
Vektoren in der Physik besteht darin, dass man nun physika,lische Gesetze
unabhängig von der Festlegung eines Koordinatensystems formulieren kann.
In diesem Sinne ist die eingangs gegebene Vektordefinition und die geometri-
sche Darstellung durch Pfeile von höherem Rang als die Definition mit HilJe
der Vektorkoordinaten.

Die Koordinaten des Einheitsvektors ä sind die Kosinusse der Winkel a,
P und 7 in Abb. M.34:

fi : (cos a, cosB, cosT) .

Man nennt sie auch die Ri,chtungskosinusse. Es gilt

cos2o + cos2B + cos2"y : 1 .

Abb. M.34. Zu (M.111): Der Ein-
heitsvektor ä und die Winkel o, 0,
1

Abb. M,35. a) Die Ortsvektoren
der Punkte R, Pz und Ps. b) Dar-
stellung der Geschwindigkeiten der
drei Punkte im Ortsraum, c) im Ge-
schwindigkeitsraum

(M.111)

(M.112)

Die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen bezeichnen wir mit
4,0, 2.
Die Komponenten des Vektors a bezüglich der Koordinatenachsen sind:

ea: ari , as: as0 , a": ar2 (M.113)

Die Koordinaten des Vektors sind also gewöhnliche Zahlen, die Komponeuten
sind Vektoren. Diese sprachliche Unterscheidung wird in der Physik ziemlich
lax geha-ndhabt: Häufig spricht man vor der r-Komponente eines Vekiors,
wenn man die r-Koordinate meint.

Ortsraum und Geschwindigkeitsraum

Ein Koordinatensystem (r,y,z) dient dazu, die Lage von Punkten im Raum
mit Hilfe der Koordinaten, also mit Hilfe von Zahlen anzugeben. Man kann
die Lage eines Punkts P bezüglich eines beliebig gewählten Nullpunkts O
auch durch einen Ortsvektor r, also durch einen Pfeil, der von O nach P
führt, festlegen. In einem Koordinatensystem (r, y, z), dessen Nullpunkt mit
O zusammenfällt, sind die Koordinaten des Ortsvektors

y : (r,y,z). (M.114)

h Abb. M.35a sind drei Punkte mit den Ortsvektoren 11, 12 und 13 ge-

zeigt. Wenn die drei Punkte die Geschwindigkeilen rr, u2 und u3 haben,



4

30 M Mathematischer Anhang

kann man dies darstellen, indem man an jedem Punkt den zugehörigen Ge-
schwindigkeitsvektor einzeichnet (Bild (b)). Falls man sich nicht für die Lage,

sondern nur fur die Geschwindigkeiten der Punkte interessiert, kann man
die Geschwindigkeiten auch vom Nullpunkt aus auftragen und die Acbsen
des Koordinatensystems mit u,, u, und u, beschriften. Bild (c) zeigi die
Darstellung der drei Geschwindigkeiten im ,, Geschwindigkeitsraum ", während
Bild (b) ihre Lage im ,,Ortsraum" zeigte. Ein Punkt im ,,Ortsraum" ist durch
(M.114) gegeben, ein Punkt im ,,Geschwindigkeitsraum" durch den Vektor

a: (u,,uu,u")

a:e.,4+(ra9+e."2

(M.115)

Die u,-, uo- und tr,-Achsen des Geschwindigkeitsraums sind parallel zu den
Achsen r, y und z des Ortsraums. Genau so kann man auch mit anderen
vektoriellen Größen verfahren. Je nach der Fragestellung erweist sich die
Darstellung im ,,Ortsraum" oder in einem anderen ,,Vektorraum", z. B, im
,,Impulsraum", a.ls vorteiihaft.

Vektor- Addition und Subtraktion

Für die Addition und die Subtraktion von Vektoren gelten folgende Regeln:

a*b= ci cE=aE+b,, c"!:as*by, cz=a"+bz (M.116)

o,-b:ci cr-ar-b., cy=aa-ba, cz:az-b, (M.ll7)

Es gibt zwei Arten, den Vektor c : a * ö graphisch zu konstruieren: Man
kann den Vektorpfeil ö an die Pfeilspitze von o ansetzen (Abb. M.36 a), oder
ma"rr setzt die Vektorpfeile o und b mit den !\rßpunkten a.neinander und
konstruiert daraus ein Parallelogramm. Die in Abb. M.36 b eingezeichnete
Diagonale ergibt den Vektor c : a + b. Den Vektor c - a - ö erhält man,
indem man a und b ebenfalls mit den Fußpunkten zusammensetzt, nun aber
einen Pfeil von der Spitze von b zur Spitze von a zeicbnet: c: a - b ist
gleichbedeutend mit b * c = o.

Man kann einen Vektor auch als Summe seiner Komponenten darstellen:

") lr
/ \.="-r,al \I".1--*

b

Abb. M.36. Addition und Subtrak-
tion von Vektoren

(M.118)

Multiplikation von Vektoren

Es sind drei verschiedene Formen der Produktbildung zu unterscheiden:
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar:

t4.40

a/ tf,/ -/

'/ Ä*-/
,/ ,//

Abb. M.37. Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar. Es ist hier
,\r)1und-1 <Äz <0

\a-c: c-r=trar, cr=\or, cz- )a, (M.11e)

Das Resultat dieser Operation ist ein Vektor in Richtung von a mit dem
Betrag .\a (Abb. M.37).

Mit zwei Vektoren kann man erstens das Skalarprod.ukt bilden:

o,.b:c:abcosa. (M.120)
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Das Resultat der Operation o. b, gesprochen ,,4 mal b", ist ein Skalar; a ist
der Winkel zwischen a und b (Abb. M.38); c ist gleich der Projektion von a
auf die Richtung von b multipliziert mit lbl : b. (Man kann natürlich auch
die Rollen der beiden Vektoren vertauschen). In Koordinaten erhält man

a.b:a,b"laobo+a,b. (M,121)

Diese Formel wird sehr häuflg gebraucht. Offensichtlich ist das Skala.rprodukt
zweier Vektoren wie das Produkt zweier Skalare kommute't'iu:

a.b:b.a. (M.122)
Abb. M,38,

Das Quadrat des Betrages des Vektors o erhält man durch das Skala.rprodukt (M.120)

a.a:a2 (M.123)

Mit dem Skalarprodukt kann man auch die Komponente bzw. die Koordinate
des Vektors o in einer vorgegebenen Richtung fi berechnen:

Zum Ska.larprodukt

M.141

o,":(a'fi')fi'' a-:6'fi.

Die zweite Möglichkeit ist das Vektorprodukt:

(M.124)

(M.125)

(M.12e)

axb:c, ]c] :absina.

Das Resultat der Operation a x b, gesprochen ,,a Kretz b", ist ein Vektor
c, der senkrecht auf o und b stehi (Abb. M.39). Sein Betrag ist gleich der
Fläche des von den Vektoren a und tr gebildeten Parallelogramms.

e,x b: c, lcl : obsino . (M.126)

Die Richtung des Vektors a x b erhält man, indem man den Vektor a az/
d,em kürzesten Weg in die Richtung von b dreht, und dieser Drehung einen

einen Pfeil zuordnet, der zusammen mit dem Drehsinn eine Rechtsschraube
bildet (Abb. M.40). Da"raus folgt, dass das Vektorprodukt im Gegensatz zum
Skalarprodukt nicä., kommutativ ist. Es gilt:

axb:-bxe.

Die Koordinaten des Vektors c sind

(M.127)

c, : asbz - arbo, co: azbx - arbr, c, - a'bo - aob". (M.128)

Wenn man weiß, wie man eine Determinante ausrechnet (siehe (M.25) u.
(M.26)), kann man sich diese Formeln leicht merken. Es ist nämlich

fläcle = lc I

a

Abb. M.39, Zum Vektorprodukt
(M.126)

Abb. M.40, Rechisschraubensinn:
Abgebildet ist eine recäte Hand. Die
Fingerspitzen zeigen in die Richtung
der Drehung, der Daumen und der
Bleistift in die Richtung des VektoN
axb

It a 2l

" - lo, o" 
",1 

.

lo, oo a"l

Besonders sollte man sich merken:
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axb:0
a.b:O

wenn a Il b

wenn a Ib
(M.130)

(M.131)

(M.134)

t\4.43

Streng genommen müsste man hier a x b = 0 schreiben, wobei der Nullvektor
definiert ist als 0 : (0,0,0).

Mit dem Skalarprodukt werden wir zum ersten Mal bei der Berechnung der
Arbeit in Kapitel ?? konfrontiert, mit dem Vektorprodukt beim Drehmoment
in Kapitel ??. Weiteres zur Bedeutung der Vektoren in der Physik und zu ihren
Eigenschaften findet man in Abscbnitt ?? (,,Polare und axiale Vektoren").
Insbesondere findet man dort auch Näheres zum Vektorprodukt.

Für das Produkt dreier Vektoren gibt es zwei besondere Formen. Das
Spatprodukt a.(b x c) ändert sich nicht bei zykli.sch.er Vertauschung der
Vektoren:

a.(bx c):c.(ax b) :b.(cxa) (M.132)

Das R€sultat dieser Operation ist ein Skalar, der das Volumen des von
den drei Vektoren aufgespannten ,,Spates" darstellt (Abb. M.41). (Als Spat
bezeichnet man einen Kristall dieser Form, z. B. Feldspat, Kalkspat). Haben
zwei Vektoren in (M.132) die gleiche Richtung, so ist das Spatprodukt Null.

Das doppelte Vektorprodukt a x (ö x c) berechnet man wie folgtr

a x (b x c) : b(o.. c) - c(o,.b) . (M.133)

Das Resultat ist ein Vektor, der in der von den Vektoren b und c aufgespannten
Ebene liegt. (M.133) wird auch die ,,Baz minus Zab"-Regel genannt. Das
kann man sich leicht merken,

Tensoren

Es kommt in der Physik öfters vor, dass zwei vektorielle Größen den Beträgen
nach zueinander proportional sind, sich aber in der Richtung unterscheiden.
Beispiele findet man bei der Rotation eines Körpers (Drehimpuls und Win-
kelgeschwindigkeit), bei der Deformation eines elastischen Mediums, bei der
elektrischen Polarisation von Kristallen u.a.m. In diesen Fällen kann die
Proportionalität nicht durch (M.119) dargestellt werden. Die Koordinaten
des einen Vektors sind aber li,neare Ftmktionen der Koordinaten des anderen:

-,

-..-,- i; --]-'

Abb. M.41. Spat, aufgespannt von
den Vektoren o, b und c

a, = 7,,b, + T"l.i! +7,"b.
a, - Ts,b, + Tuab! +Tu"b"
a. - T,"b, + T,!b! + 7.,b.

Die Koeff.zienten 4* bilden einen Tensor. Der Begrifi stammt aus der Elas-
tizitätstheorie, wo es einen Spannungs- und einen Dehnungstensor gibi (von
lateinisch tendere, spannen). Man kann die Tensorelemente in einem quadra-
tischen Schema (einer quadratischen Matrix) anordnen3:

3 Es gibt in der Lehrbuchliteratur keine einheitliche Bezeichnung für Tensoren.
Das hier gewählte Symbol ! ist daher nicht allgemein üblich.
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I':

Für (M.134) schreibt man auch

a:Tb
wobei diese Produktbildung nach (M.134) bedeutet, dass

o":\r'aby

Atx: B;*!C*

(*:*t*,) (M.135)

(M.136)

(M.137)

(M.138)

ist: i und k st ehen für r, y und z.
Der hier eingeführte Tensor ! ist ein Tensot zueiter Stufe, weil jedes

Tensorelement dtrch zwei Indices gekennzeichnet ist. Tensoren sind ma-
thematische Objekte wie Vektoren, die man übrigens auch als Tensoren 1.

Stufe bezeichnen könnte. Man kann Tensoren addieren und voneinander
subtrahieren gemäß der Vorschrift:

A: B +C heißt

Wir machen davon Gebrauch, indem wir den Tensor ! in einen symmetrischen
und einen antisymmetrischen Anteil zerlegen:

lt
T- g-A mit S,k : ,(Tr- Tfi , A,*: 1(Ti*-Tt"). 

(M.139)

Der sArnmetrtsche Tensor $ hat die Form

/s-,.9-"..9-.\
S: I Sr. Sri Sr" I mjt den Elementen S;r : ,5*r . (M.140)

\s., s., s../
Eijr d.en antisymmetrisch,en Tensor l gilt:

/ o A,, A,.\
A - | Au, 0 Ao, I mit den Elementen A;a : -At . (M.141)

\e", e", o /
Im dreidimensionalen Raum lässt sich ein antisymmetrischer Tensor { auch
a,ls Vektor auffassen. Die Gleichung a : 4 b ist identisch mit dem Vektorpro-
dukt o: A x b, wenn man den Vektor A folgendermaßen def.niert:

A: (4,",4,",4s,) . (M.142)

Das kann man mit (M.137) und (M.141) nachrechnen. Antisymmetrische
Tensoren werden uns also nicht schrecken.

Symmetrische Tensoren haben gewöhnlich sechs voneinander unabhängige
Elemente, Wie die Vektorkoordinaten hängen auch die Tensorelemente von
den Richtungen der Koordinatenachsen (r,y, z) ab. Bei symmetrischen Ten-
soren ist es nun immer möglich, die Koordinatenachsen so zu legen, dass alle



Abb. M.42, Das Tensorellipsoid
eines symmetrischen Tensors. Zur
Gleichung a : Sö: Der Vektor d
steht senkrecht auf der Tangential-
ebene, @ ist parallel zu 4

Abb. M.43, Konstruktion der
Richtung des Vektors o - Sö bei
einem rotationssymmetdschen Ten-
sorellipsoid
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Tensorelemente außer den Diagonalelementen der Tensormatrix Null sind.
Bezeichnen wir die Achsen dieses Systems mit 4, q, (, so erhält man statt

04-S*bx+S.sbs+Sr.b.
ao: Su"b, + Saaba + Ss"b.

a": 5",b, + S"aba + 5",b"

die viel einfacheren Gleichungen:

ag: 34\ , a, : Srrbn , aq = ,9qq öq

(M.143)

(M.144)

Das Koordinatensysiem (4, ?, () geht aus dem Koordinatensystem (r,A, z)
durch eine Drehung hervor. Die Umrechmrng der Tensorelemente auf da,s

Koordinatensystem (€, ?, () nennt man die Hauptachsentransfonnation des
symmetrischen Tensors. Wir gehen nicht darauf ein, wie man eine Haupt-
achsentransformation rechentechnisch durchführt und werden möglichst von
vornherein die Koordinatenachsen so legen, dass sie mit den Hauptachsen
des Tensors zusammenfallen,

In welche Richtung zeigt der Vektor a, der durch die Gieichung a : $ b
gegeben ist? Das kann man natürlich mit (M.143) bzw. (M.144) ausrechnen,
es gibt aber auch eine graphische Methode, die manchmal nützlich ist. Dazu
bildet man das Skalarprodukt o b:

a.b: (Sb).b- Se.bZ+ Srrb2, + Saabl .

Nun bezeichnet der Ausdruck

s$bz + snnbZ + s( b? : 1 (M.145)

im Vektorraum des Lvektors nach (M.19) ein Ellipsoid mit den Hauptachsen
'v4ßA' \/tS; und /1f5[. Dieses Tensorell'ipsoid kann dazu benutzt
werden, die Richtung von a zu konstruieren. Dabei geht man folgendermaßen
vor:

1. Man zeichnet das TensorelLipsoid (M.145). Eine vom Zentrum ausgehende
Gerade in Richtung des Vektors b schneidet das Ellipsoid im Punkt P
(Abb. M.42).

2. Man zeichnet im Punkt P die Tangentialebene an das Eliipsoid.
3. Der Vektor a steht senkrecht auf dieser Ebene.

Den Beweis flndet man bei der ersten Anwendung eines Tensors in Abschnitt
?? bei ,,Auslenkung einer an drei ungleichen Federn aufgehängten Masse ".

Besonders einfach vrird die Konstruktion, wenn b in einer Ebene mit zwei
Hauptachsen liegt, oder wenn das Tensorellipsoid rotationssymmetrisch ist,
d h. wenn S€e - Srr l 516 isi. Da.rur liegen die Vektoren o, und b in einer
Ebene, und man kann diese Ebene als Zeichenebene benutzen. Die Tangen-
tialebene steht dann senkrecht auf der Zeichenebene. Sie ist in Abb. M.43 als
Tangente im Punkt P dargestellt. Wir werden von dieser Konstruktion vor
allem in der Optik bei der Diskussion der Doppelbrechung Gebrauch machen.
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Wichtig ist, dass man folgendes zur Kenntnis nimmt: In der Physik sind
nicht selten zwei vektorielle Größen zwar dem Betrage nach zueinander
proportiona.l, haben aber verschiedene Richtungen. In diesen Fällen wird der
Zusammenhang zrvischen den beiden Größen durch einen ?eruor vermittelt,
und nicht etwa durch einen einfachen Proportionalitätsfaktor.

M.7 Vektoranalysis

Differentialrechnung mit Vektoren

Differentiation eines Vektors nach einer skalaren Größe, Wir betrachten als
Beispiel einen Vektor a(l), dessen Betrag und Richtung sich mit der Zeit än-
dern kann. Die Ableitung da/d, wird durch Differenzieren der Komponenten
gebildet. Ist die Richtung der Koordinatenachsen zeitlich konstant, erhält
rnan den Vektor:

(M.146)

Beispiele hierzu findet man in Kapitel ?? (Kinematik) bei der Diskussion der
Bewegung im Raum.

Räumliche Differentiation einer skalaren Größe. Wie ändert sich die skalare
Funktion z(z,y,z)) wenn man vom Punkt 7 - (r,y, z) zum Punkt r + dr :
(r I ü,y + dy,z + dz) übergeht? Diese Frage wurde bereits mit (M.96)
beantwortet: Es ist

da / da" da, da. \
dr=\dr'cl'cl)

(M.i47)

Diese Formel ist aufgebaut wie das Skala.rprodukt zweier Vektoren

a. b : e.Jx + e,ab.s + a"b" .

Setzt man für b den Vektor dr : (dr, dy, dz) und für a den Vektor ,,Gradient
z" mit der Definition

(M.148)

(M.14e)

Der Vektor grad u zeigt in die Richtung, in der die Funktion u(:r,y,z) an
raschesten zunimmt, und sein Betrag gibt an, wie schnell sich z in dieser Rich-
tung ändert: Zeigt dr in Richtung von gra.d u, daun erreicht das Skala.rprodukt
grad u . dr seinen größten Wert. Ist dr senkrecht zw gtadu gerichtet, darm
ist du : 0, man bewegt sich tangentia.l auf einer Fläche u(r,y, z) = xsrc1.

Man kanq die Funktion u(:r,y,z), die man auch als skalares Feld, bezeich-
net, graphisch durch die Flächen u: const da.rstellen; ein skalares Feld ist
z. B. die Temperaturverteilung in eiaem Raum (Abb. M.44). Der Vektor

dann ist

0u 0u 0udu-^ drct ^ du*^ dz.dx du öz

. /0u 0u 0u\gladu:l^,-,-1,
\or oa oz /

d2 : (grad z) . dr .

Abb. M,44. Darstellung der Tem-
peraturverteilung in einem Raum
durchFlächen?:const
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grad u steht senkrecht auf den Flächen u : const. Wir werden physikalisch
vom Konzept des Gradienten vielfach Gebrauch machen, zuerst in Kapitel ??
(Energie). Dort findet man auch weitere Erläuterungen und Beispiele.

Der Operator V. In (M.71) hatten wir für die Differentiation einer Funktion
/(r) auch die Schreibweise

,,,r1 = oay{r)

eingefüh$. Hier kann man das Symbol d/dr als einen,,Operator" auffassen,
dessen ,,Anwendung" auf die Funktion /(z) die Ableitung /'(r) erzeugt. In
gleicher Weise kann man einen uektoriellen Operator

V:- (M.150)

definieren, dessen Anwendung auf ein skalares Feld. u(r,y, z) den Gradienten
erzeugt

/a a a\
\u'a' u )

(M.151)

Das Zeichen V wird auch Noülo genannt, nach einem assyrischen Musikinstru-
ment dieser Form. Man kann (M.i51) formal auffassen als Multiplikation des

Vektor-Operators V mit dem Skalar u(r,9, z) (vgl. (M.119)), Die Reihenfolge
der Faktoren V und z ist jedoch nicht vertauschbar: Es ist wichtig, dass z
hinter dem V-Zeichen steht, denn der Operator wirkt nur a'uf hinter ihm
stehende Größen. Der Ausdruck uV ist immer noch ein ,,hungriger" Operator,
der erst bei Anwendung auf eine F\nktion der Ortskoordinaten physikalische
Bedeutung gewinnt. Im Bedarfsfall karur man den Wirkungsbereich eines
Operators auch mit Hilfe von Klammern angeben, z. B. wenn der Gradient
des Produkts zweier Funltionen u(r,y,z) und r'(r,y,z) gebildet werden soll:
Nach (M.76) erhält man:

gsy : (Yu)u * uYu : uYu ! uYu .

Den großen Vorteil der Einführung des V-Operators erkennt man, wenn
man ausprobiert, was die Anwendung von V auf einen Vektor a(x,y,z) ergibl.
Eine solche Funktion der Ortskoordinaten nennt man auch eirr Vektorfeld.;
ein Beispiel ist die Geschwindigkeit a(r,y, z) in einer strömenden Flüssigkeit.
Für die Anwendung des Nabla-Operators auf ein Vektorfeld gibt es zwei
MögLichkeiten: das Skalarprodukt und das Vektorprodukt. Das Skalarprodukt
von V mit einem Vektor a ergibt:

v." -a+ -u3 **.dx da d2

Der rechts stehende Diflerentialausdruck ist ein Skalar. Man nennt ihn die
Diuergenz des Vektors a:

""= (H,H,H) : "^"

0a, )ao Ea"

ar- aa- a"
divo: (M.152)
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Der Begriff stammt aus der Strömungslehre (Kapitel ??): Mit der Divergenz
der Geschwindigkeit, divu, berechnet man die Flüssigkeitsmenge, die in
eiuem Volumenelement neu entsteht oder verschwindet4. Die Bildung des
Vektorprcdukts V x o führt zu einem Vektor, genannt die Rotati,on von a:

Yxa=rota.
Auch dieser Begriff stammt aus der Strömungslehre. Mit rotu kann man
berechnen, wie sich ein Volumenelement der Flüssigkeit in der Strömung
dreht. Der Vektor rot ?, hat die Komponenten:

Die komplizierten Difierentialausdrücke auf der rechten Seite ergeben sich
zwanglos mit (M.125), d. h. mit der Determinante:

It u z1v.":l*&&l'
la, ao a.l

(M.i54)

Gradient, Divergenz und Rotation sind in der Physik viel gebrauchte Größen.
Wir fassen zusammen:

gradu: Vu (ein Vektor)

diva: V.a (ein Skalar) (M.155)

rota:V x a (ein Vektor) .

Man kann mit dem Vektoroperator V weitgehend so rechnen, wie mit einem
Vektor. Das bewährt sich auch bei Ausdrücken, die die zweite Ableitung
enthalten. Der für die Physik wichtigste Ausdruck dieser Art entsteht, wenn
ma.n die Divergenz von eiuem Gra.dienten berechnet:

^2- ^2- ^2-div(gradu) : V.(Vu) : (V.v)u :# +# + *,"--! (M.156).dI.ou.oz.

Der Operator V.V ist identisch mit dem sogenannten Laplace-Operator A:

(rora),: (v x o), = (* X1
(rora)u: (v x a), : (* t#)

(ro, o), rv \ ,). - (* '#)

A2 A2 A2
a :-= _r :--; -r ;-= Idx' d!t' dz'

(M.153)

(M.157)

a Divergenz : Ausschüttung, vorr lat,. diuergel'e ausgießen, ausschütten. Der Aus-
druck Divergenz hat in der Mathematik auch noch eine andere Bedeutung: Man
bezeichnet damit die Tatsache, dass eine F\nktion an einer bestimmten Stelle
unendlich wird. Davon ist hier in (M.152) natürlich nicht die Rede.
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gesprochen ,,Delta". Er begegnet uns zum eßten Mal im Zusammenhang mit
der Difiusion in Abschnitt ??.

Nach (M.130) und (M.i32) sind Vektorprodukte und Spatprodukte Null,
wenn sie zwei gleiche Vektoren enthalten. Dementsprechend sind folgende
Ausdrücke Null:

V x (Vz) :0
V.(Vxa):0.

(M.158)

(M.15e)

Das bedeutet: Die Rotation eines Gradienten und die Divergenz einer Rotation
sind Null, wie auch immer die Funl<tionen u(t,y,z) rnd a(z,g,z) aussehen
mögen. Man kann das leicht nachrechnen. Auch die Anwendung des Operators
V x V ergibt Null. In allen drei Fällen kommt man beim Nachrechnen auf
Ausdrücke der Form a'f a2f

d;a! - ara-
die nach (M.95) Null ergeben.

Mit Hilfe der Difierentialoperatoren grad, div, rot und A kann man
physikalische Gesetze, z. B. die Maxwellschen Gleichungen (Kapitel Ii/15)
konzis und unabhängig vom Koordinatensystem formulieren - das ist ja der
große Vorteil der vektoriellen Schreibweise. Dabei ist zu beachten, dass der
Operator Y nur in rechtuinkligen kartesischen Koord,i,naten in der einfachen
Form (M.150) definiert werden kann. In sphärischen Polarkoordinaten und
in anderen krummlinigen Koordinatensystemen gelten für grad, div, rot und
A anstelle von (M.148), (M.152), (M.153) und (M.157) kompliziertere Difie-
rentialausdrückes. In der Quantenphysik (Kapitel II/32) kommen wir nicht
umhin, den A-Operator in sphärischen Polarkoordinaten anzugeben und zu
diskutieren, ein nützliches, aber recht aufwendiges Geschäft, Eine Ausnah-
me ist die Formel für die R"adialkomponente des Gradienten in sphärischen
Polarkoordinaten: Es gilt

(srad,ü,: ff , (M.160)

was genauso einfach ist wie die Ausdrücke in der Formel (M.148).

Integralrechnung mit Vektoren

In (M.106) wurde ein Volumenintegral eingeführt, in dem eine skalare Funkti-
on f (r,g, z) in einem Volumen zu integrieren wa,r. Das Integral wurde durch
den Index V als eir bestimmtes Integral über ein vorgegebenes Volumen
gekennzeichnet. Man karur eine Funktion der drei Raumkoordinaten auch
entlang einer Linie oder auf einer Fldrche im dreidirnensionalen Raum inte-
grieren. In diesen Fällen kann man das Integral durch Indices C (für Kurve)
oder ,4 (für Fläche (engl. area)) als ein bestimmtes Integral kennzeichnen.

Abb. M.45. Raumkurve und Lini. 6 Siehe z. B. S. Großmann, Mathematischer Einführungskurs für die Physik, Teub-
enelement ner Verlag (1976)
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Von physikalischer Bedeutung sind vor allem solche Integrale, bei denen ein
Vektorfeld vorliegt, also eine uektorielle Funktion l@,A,2) integriert wird.

Zuntichst machen wir uns klar, dass auch das Linienelement einer Kurve
und das Flächenelement einer Fläche vektorielle Größen sind, da sie einen
Betrag und eine bestimmte Orientierung im Raum haben. Das Linienelement
ds ist ein Vektor, dessen Richtung durch den Tangenteneinheitsvektor f
gegeben ist (Abb. M.45):

ds = (dr, ds, dz) = ds f . (M.161)

Die fuchtung von f, entspricht einem willkürlich festgelegten Durchlaufungs-
sinn der Kurve (Abb. M.45). Die Orientierung des Flächenelements d,4 ist
durch den Einheitsvektor fi, gegeben, der senkrecht auf dem Flächenelement
steht. Man erhält

dA: dAh . (M.162)

Die Koordiuaten des Vektors dÄ sind gegeben durch d,4 und die Richtungs-
kosinusse des Vektors fi:

i/: (flÄcosa,d,4cosB,d,4cos1) : (dy dz,dr dz,dx dy) . (M.163)

Die Richtung von fi wird im Sinn einer Rechtsschraube dem Umlaufsinn um
das Flächenelement zugeordnet. Der wiederum entsp cht den Durchlaufungs-
sinn der Randkurve (Abb. M.a6). Bei einer geschlossenen Fläche, z. B. bei der
Oberfläche eines Würfels oder einer Kugel, gibt es keine Randkurve. Dann
wird definiert, dass fi. in jedem Flächenelement uach aafen weist. Von heim-
tückischen Objekten, wie Möbiusschen Bä.udern oder Kleinschen Flaschen,
bei denen diese Definitionen versagen, sehen wir ab (Abb. M.47).

Linienintegrale. Wir betrachten nun das Linienintegral, auch Kurvenintegral
genannt,

\2)

| - f(r,y,z) ds .

(l)

(M.164)

Abb. M.46. Orientierung des Nor-
malenvektors ri im Flächenelement
dA

Abb. M.47. Möbiussches Band
und Kleinsche Flasche. Das Möbi
ussche Band ist aus einem Papier-
streifen leicht herzustellen. Es hat
eine Randkurve, aber nur ein€ Seit€.
Die Kleinsche Flasche ist eine ge-

schlossene Fläche, bei der es weder

,,Innen" noch ,,Außen" gibt

Es besagt, dass zwischen den Punkten (1) und (2) der Kurve C in Abb. M.45
die Größen

.f .d" /, i ds /" ds

aufsummiert werden sollen, wobei /, i die Tangentialkomponente des Vek-
tors f ist. Wird der Durchlaufungssinn umgedreht, da.nn ändert sich das
Vorzeichen des Integrals

(M.165)

weil /" sein Vorzeichen ändert. Ein Integral dieses Typs ist das Arbeitsintegral,
mit dem man die Arbeit berechnet, die zu leisten ist, wenn ein Körper gegen

die Wirkung einer Kraft entlang der Kurve C von (1) nach (2) verschoben

(2) (r)
tt
l-f ds:- l-I ds,

JC' JC
(1) (2)
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wird (Abschnitt ??). Häufig betrachtet man auch ein Linienintegral vom Typ
(M.164) auf einem in sich geschlossenen Weg. Man bezeichnet es mit dem
Zeichen S, schreibt also

t' r@,u'4'a". (M.166)

Diese Größe wird Zirkulation des Vektorfeldes l(r) auf dem Weg C genannt.

Die Berechnung von solchen Linienintegralen ist nicht schwierig lst die
Kurve nach (M.16) in Parameterform durch die Fruktionen r(l),9(t) und
z(t) gegeben, dann kann man die Kurve durch den Vektor

r(t) : (a(t),aft),2(t))

beschreiben, und es ist, wie in Abb. M.48 gezeigt,

ds- drdr: 
d, 

dI .

Entlang der KuNe ist auch f(r,y,z) eine Funktion von t:

f(r(t)'a(t)'z(t)) - F(t) .

Wir erhalten also ein gewöhnliches Integral über ein Skalarprodukt (M.121):

Abb. M.48. Zu (M.167): Linienele-
ment in Parameterdaßtellung

Abb. M.49. Raumkurven aus Abb.
M.10

(2) (tz)

t" ,a,r,n d": I rp; dä!') ar.
(1) 1rr )

Als Beispiel berechnen wir das Linienintegral der Funktion f(r'A'") :
(tz,xzg,y) auf den in Abb. M.49 angegebenen Integrationswegen votr ?"1 :
(0,0,0) bis 12 = (1, 1, 1), und zwar zuerst auf dem parabelförmigen Weg B.
Es ist

r(t)=1, v0):t, z(t):t2 r(t):(t,t,t2)

=(1,1,2t), r'(r) = (r3,13,4dr
d,

/2t4 2r3\l'
\ 4 -T/l-
' ' to

(M.167)

(M.168)

: 1,1666. . .

(2) I
I f^ -/ f .ds : I tt" +t'-2t"\dt -JC' J(1) 0

Wie man leicht nachrechnen kann,
Abb. M.10

erhält man auf den anderen Wegen in

t2

Weg A:

Weg C:

(2)

l.
(1)

(2)

l.
(1)

l. ds : 1,0833

trtr d": J",* J".* J.^
1

=0 |t+l:l,s'
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Alternativ kann man das Kurvenintegral berechnen, indem man das Skalar-
produkt direkt ausrechnet und integriert:

(2\ 12 a2
tfff
I f Q,c.,).6s - / /,dr t lt,ds+ lJ"dz. (M.169)
,I(' J J J(1) rt ur

Hier steckt nun die ga.nze Information über den Integrationsweg in den
Fr.uktionswerten vor, I : fft,lu1Jz), die in die Integrale einzusetzen sind
In unserem Beispiel erhält man für den Weg B

I no, = [ rzg)dr- /r'a' -']J" J J 4
000
lllt f ^ t" 1

I f,da - I ,'(a)adu - la'da-;.J "J J 4
000
I I I rit t - [ ,-^- 2 ^ztzl 2
I f.dr: laQ)d- , v-u-- o- | oJ"t"d"loo

denn nach Parameterdarstellung der Kurve ist z(z) : 12, r(y) : y wrrd

AQ) - t/2.Die Summe ergibt natürlich wieder 7/6 : 1,1666... .

Wir berechnen in unserem Beispiel ein Zirkulationsintegral. Führt man
den Weg vom Nullpunkt zum Punkt r : (1, 1, 1) auf dem Weg B, und dann
wieder zum Nullpunkt zurück auf dem Weg A erhält man

I
0- "f ds : 1.1666 - 1.0833: 0.0833 ,
.J c

denn beim Durchlaufen des Weges in Rückwärtsrichtung dreht sich das

Vorzeichen des Integrals um.
Allgemein gilt für Linienintegrale vom Typ (M.164): Ist der Vektor J der

Grad,ient eilo$ skalaren Funktion p@, y, z), so ist

(2)
I
/ .f . ds : p(rz,Az, zz) p@t,Ut, zt) , (M.170)

,J
(1)

unabhd,ng'ig davon, auf welchem Integrationsweg das Integral berechnet wird.
Auf einem geschlossenem Weg erhält man deshalb

I
ö1.a"=0 wennY:gradg. (M.171)
J

In diesen Fällen kann man den Index C am Integralzeichen weglassen, da es

auf keinen bestimmten Integrationsweg ankommt. Der Beweis von (M 170)

ist einfach: Setzt man 1 : gadV, so erhält man
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denn der Integrand ist nach (M.96) das vollständige Difierential der Funkti-
on g(r,y,z). Eine ausführliche und physikalisch orientierte Diskussion der
wichtigen Formeln (M.170) und (M.171) findet man in Abschnitt ?? (Energie
und Arbeit bei der Bewegung im Raum).

Oberflächenintegrale. Wir betrachten das Oberfl ächenintegra)

(M.172)

Es besagt, dass auf der Fl?jche ,4 die Normalkomponente des Vektors l,
jeweils multipliziert mit d,4, integriert werden soll

(M.173)

Ein Integral dieses \ps ist das Flussintegral, mit dessen Hilfe man die Flüs-
sigkeitsmenge berechnen kann, die in der Zeiteinheit durch eine vorgegebene

Fläche,4 hindurchströmt (Abschnitt ??). Wir werden in diesem Buch Fluss-
integrale direkt mit (M.173) berechnen: In der Praxis kann man die Fläche
Ä so wählen, dass das ohne Schwierigkeiten möglich ist. Beispiele dazu findet
man bei der Berechnung elektrischer Felder in den Kapiteln II/1 und II/3
und an vielen anderen Orten,

In der Physik besonders wichtig sind Flussintegrale durch ein.e geschlossene

Fläche,

I t.a,+
Jt-

Für solche Integrale gilt der Gauflsche Satz:

(M.174)

Auf der linken Seite wird über eine geschlossene Fläche integriert, rechts über
das von dieser Fläche eingeschlossene Volumen. Die physilalisch anschauliche
Deutung dieser Formel findet man in der Strömungslehre, Abschnitt ??: Der
Fluss durch eine geschlossene Fldche ist gleich der Flüssigkeitsmenge, die
innerhalb der Fläche entsteht.

Auch für Linienintegrale, berechnet auf einem in sich geschlossenen Weg,
gibt es eine Umformung, den Sto,tes'scä en Satz. Er besagt, dass die Zirkulation
eines Vektorfeldes l(r), berechnei mit der Kurve C, gleich ist dem Fluss
des Vektorfeldes rot l(r) durch eine beliebige Fläche, die die Kurve C als
Randkurve hat:

(M.175)

In Kapitel ?? wird in (??)-(??) vorgerechnet, dass für ein einzelnes Flächen-

element dÄ gilt

j', * :,7 (Hac + ffi aa + y^) :,i' * : ez - e, t

lof(,,u,") aa.

l^, oo: l^noo

f^, oo: l,ai,tav.

t'"rc, o": lorctf(r) dA.
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(M.176)

Da.raus folgt ohne weiteres (lü.175); Die Fläche.4 innerhalb der Randkurve
C kann in Flächenelemente dA aufgeteilt werden, wie Abb. Nt,50 zeigt. Für
.jedes Flächenelement gilt (M.176). Die Summation über alle Flächenelemente
ergibt (M.175), denn die Beiträge der Linienelemente, die nicht auf der
Randkurve liegen, heben sich paa.rweise gegenseitig auf.

M.8 Komplexe Zahlen

Deffnition und Rechenregeln

Die Gleichung x2 - l:0 hat die Lösungen z: *1 und r: -1, während
die Gleichung z2 + 1- 0 keine Lösung hat, jedenfalls üicht im Bereich der
reellen Zahlen. Man kann jedoch eine Größe i definieren mit der Eigenschaft

t' rcl .0": rot/(r) .dA.

Abb. M.50. Zum Stokes'schen
Satz (M.175)

(M.177)

Sie wird die imagintire Einheit genarrrrt. Damit erhä.lt die Gleichung 12 + 1 : 0

die Lösungen z: i und r: -i. Eine solche Definition zu treffen, ist zweifellos
mög1ich. Die Frage ist aber, ob das mehr bringt, als dass man die ,,Lösung"
der Gleichung

,2 +o2:o
in der Form r : *ia hinschreiben kann. Das ist in erstaunlichem Maße der
Fallr man kann beweiseu, dass man mit Hilfe dieser einen Definition Lösulgen
für jede algebraische Gleichung finden kann. Dazu führl man homplete Zahlen
ein als Kombination einer reellen und einer imaginären Zahl. Man schreibt
sie gewöhnlich

(M.178)

i2 :: -l

z:rliU.

F'ez:r, Imz:a.
In (M.178) werden nicht etwa Apfel und Birnen addiert (was man nicht
tun soll), es handelt sich vielmehr um eine symbolische Schreibweise für
die komplexe Zahl z, die sich als zweckmäßig erweist, weil man nun mit
komplexen Zahlen (unter Beachtung von (M.177)) rechnen kann, wie mit
gewöhnlichen algebraischen Ausdrücken.

Wh betrachten zwei komplexe Zahlen

zy:t1 !i,y1 , z2:12+iA2.

Die Summe (Difierenz) der beiden Zahlen ist

21l z2: rrttz*i(:g1taz) '

Fiir das Prodrrkt erhält man

u ist der Realteil, y der Imaginärteil von z. Dafür gibt es auch folgende
Bezeichnungen:

(M.17e)

(M.180)
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z1z2: (rrx:2-ury2)+i@ß2+.t2yt). (M.181)

Für Sunme, Differenz und Produkt gelten die Regeln der gewöhnlichen
Algebra: Es sind

zr+22=22+zr
2122 - z2zl

4+(22+4):(21+22)Iz3
zt(22 + 4) : ztz2 + zrzs .

Wir definieren nun die der komplexen Zahl z zugeordnete konjugi,ert komplexe
Zahl:

z*:r iy. (M.182)

Für das Produkt erhält man mit (M.177)

22* : s2 1 y2 - yzl2 (M.183)

Diese rein reelle Größe wird. d.as Quadrat d,es Betrages von z genannt. Damit
können wir auch 1/z berechnen:

Abb. M.51. Die komplexe Zahlen-
ebene

ill.51

1 1 z" z* r-iy
rliy z zz* lrl' ,2 -y2

Nun kommt das große Zauberwerk, dle EuLersche Forynel

eie:cosg+isin9.

Beispiel:

| ^t2t.t _ ro

1 2+3i
;- i: o'154*o'231i

Das ist schon fast alles was wir von der Algebra komplexer Zahlen brauchen,
es kommt aber noch der Clou.

Geometrische Darstellung komplexer Zahlen und Eulerformel

Man kann eine komplexe Zahl als Punkt in einer (r,g)-Ebene darstellen, der
Gaufischen oder komplexen Zahlenebene (Abb. M.51). Die r-Achse nennt
man auch die reelle Achse, die g-Achse die imaginäre. Vergleicht man (M.i80)
mit (M.i16) bzw. (M.117), so sieht man, dass die Addition und Subtraktion
komplexer Zahlen genau der Addition und Subtraktion von Vektoren in der
(2, 9)-Ebene entspricht (Abb. M.52).

Man kanrl in der komplexen Zahlenebene auch Polarkoordinaten (r, rp)

einführen. Dann erhält man nach (M.10) und (M.183)

x:rcosp. a:rstng-
,- 1/rz+yz:1"1 , p - arc*nl. (M.i85)

(M.184)

Abb. M.52. Addition zweier kom-
plexer Zahlen

(M.186)
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Dies ist nicht etwa eine Definition, sondern ein Ergebnis der Funktionentheori,e,
in der untersucht wird, wie die bisher nur auf der reellen Achse bekannten
Funktionen in der komplexen Zahlenebene ana.lltisch fortzusetzen sind.

Mit (M.186) können wir die komplexe Zahl z auch schreiben

(M.187)

r ist der Betrag, 9 heißt die Phase d.er komplexen Zahl. Die praktische
Bedeutung der Formel (M.186) liegt darin, dass nun die die besonderen
Eigenschaften der Exponentialfunktion beim Differenzieren und Multiplizieren
von komplexen Zahlen ausgenutzt werden können.

Multiplikation '. ztz2 - lzllz2lsi@'+v"l (M.188)

Da man in der Physik öfters den Betrag einer komplexen Zahl zu berechnen
hat, sind die folgenden Relationen nützlich:

,--L ,-,-, lll 1

t21.2 - ).t t.2t, l.-l r-r .

).1 l.t
(M,18e)

Sie ergeben sich mit (M.187) und (M.188) von selbst.

Difierentiation nach der Phase, +I : ieie : ei(e+n/2) (M.190)
d.p

Die Differentiation nach der Phase bewirkt eine Phasenverschiebung um r f2.
In Abb. M.45 erfolgt eine Drehung um 90" entgegen dem Uhrzeigersinn.
Ein Beispiel zur Umformung von a - r + ig in a - reiz:

z : 2 - 3i: 3,61 eo'e82i ,

denn es ist \E;V: /3:3,61 und a.rctan 1,5 - 0,982 rad.
Man merke:

!:so, i: si"/2, -1 -ei", -i.: ei3"/2 = e-i"/2. (M.191)

Auch kann man mit (M.186) die trigonometrischen Funktionen durch die
Exponentialfunktion ausdrücken:

tl
cosg,: : (ere - e-'e) , sin@: : (e'e e-'e) (M.192)' 2' 2i',

Damit haben wir an der Wunderwelt der komplexen Zahlen nur ein wenig
gekratzt. Es ist bemerkenswert, wieviel man bereits mit dem Wenigen in der
Physik anfangen kann. Die erste Anwendung findet man in der Schwingungs-
lehre (Kapitel ??); dort ist auch reichlich Übungsmaterial zu finden. Weitere
Anwendungen folgen in der Wellenlehre (Kapitel II/22);in der Qua.nteuphysik
(ab Kapitel II/31) geht es nicht mehr ohne komplexe Zahlen.




